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Resumo

Neste trabalho estamos interessados em dois tipos de processos. Primeiro, em processos
onde uma barreira de semipermeabilidade divide o espacgo de estados, produzindo uma
difusao assimétrica em cada lado. E segundo, aqueles que apresentam uma distribuicao
marginal assimétrica e caudas pesadas. O interesse de trabalhar neste tipo de problemas
surge no contexto de modelagem de dados temporais como, por exemplo, precos de ativos,
dados climaticos, dados temporais bidimensionais, etc. Em particular, trabalhamos com
métodos MCMC e Bayesianos livres de verossimilhanga. Este tltimo é aplicado a modelos
onde a fun¢do de verossimilhanca é analiticamente intratavel ou computacionalmente
proibitiva. Apresentamos inferéncias bayesianas sobre os pardmetros envolvidos nesses tipos
de processos. Além disso, discutimos o comportamento assintético de alguns estimadores
bayesianos para os parametros. Validamos as inferéncias obtidas através de conjuntos de

dados simulados e dados reais.

Palavras-chave: Inferencia bayesiana. processos assimétricos. livre de verossimilhanga.



Abstract

In this work we have interest in two classes of processes. First, in processes where a
semi-permeable barrier splits the state space, producing a skewed diffusion that can have
different rates on each side. And second, those that have distributional asymmetry and
heavy tails. The interest to work in this type of problems arises in the context of temporal
data modeling for example; options prices, climate data, temporary two-dimensional
data, etc. In particular, we work with MCMC and likelihood-free Bayesian methods. The
latter is applied to models where the likelihood function is analytically intractable or
computationally prohibitive. We present Bayesian inferences about the parameters involved
in these classes of processes. In addition, we discuss the asymptotic behavior of some
Bayesian estimators for the parameters. We validate the inferences through simulated

datasets and real data.

Keywords: Bayesian inference. asymmetric processes. free of likelihood.
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Introducao

Ao analisar conjuntos de dados temporarios a partir de uma variavel continua,
um processo de difusao pode ser apropriado sob certas condi¢oes na distribuicao dos
incrementos, e tem sido de interesse para varios estudos na ultima década. O interesse de
trabalhar com esse tipo de modelo surge no contexto da modelagem de dados temporarios,
como, por exemplo, gestdao de risco de seguro, (HURST; PLATEN, 1997; WAGNER,
2008), precos dos ativos, turbuléncias financeiras, (HEYDE; LEONENKO, 2005), em
processos de ruido e mistura indeterminada (BARNDORFF-NIELSEN, 1977), em outros.
Tais fendmenos sao observados no tempo e tem a particularidade de que a distribuicao

marginal tem caudas pesadas.

Neste trabalho estamos interessados em processos onde uma barreira semi-
permeavel divide o espago de estados, produzindo uma difusdo assimétrica que pode ter
taxas diferentes em cada lado (HARRISON; SHEPP, 1981a), este processo é chamado
movimento Browniano assimétrico (sBm). Outra motivagdo deste projeto é trabalhar
com o processo “Movimento Browniano geométrico com atividade do tempo Fractal ”
(FATGBM) que apresenta, por um lado, assimetria na distribui¢do dos incrementos e por
outro lado caudas pesadas (HEYDE, 1999; HEYDE; GAY, 2002; HEYDE et al., 2001;
BARNDORFF-NIELSEN et al., 2002).

E discutido o comportamento assintético de algumas inferéncias bayesianas
para o processo sBm. O analise proposto é validada por meio de simulagoes. Até o momento,
na literatura especifica, o tnico resultado é o andlise assintotico do estimador de méxima
verossimilhanga, sob a hipdtese de assimetria nula, representando um movimento Brow-
niano padrao (LEJAY; MORDECKI; TORRES, 2014). Além disso, algumas inferéncias
bayesianas sao discutidas em um tipo de processo gerado a partir de uma generalizag¢ao do

movimento browniano e de processos de Lévy.

A estimacao dos parametros da distribuicao de probabilidade marginal usando
técnicas de verossimilhanca livre, permite aproximar a distribuicao a posteriori de cada
um dos parametros com base nos dados observados e nas funcoes de distribuicao a
priori. Tais técnicas sao aplicadas em contextos onde as fung¢oes de verossimilhanca sao
analiticamente inviaveis ou computacionalmente complexas para avaliar. Estes métodos
tentam de evitar a avaliagdo explicita da verossimilhanca, ver por exemplo (BEAUMONT;
ZHANG; BALDING, 2002) e (RATMANN et al., 2009). Existem diferentes propostas
destes métodos entre as mais importantes: ABC (Célculo Bayesiano Aproximado), ABC-
MCMC proposto por (MARJORAM et al., 2003) e ABC-PRC proposto por (SISSON;
FAN; TANAKA, 2007).
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A primeira parte do trabalho consistiu na definicao dos processos estocasticos
em questao e nas propriedades associadas a eles. Esses resultados permitiram estabelecer
um modelo probabilistico e uma familia paramétrica bem definida para os problemas

abordados.

A segunda parte do trabalho tem como objetivo inferéncias para as familias
anteriores, em particular, utilizando métodos de inferéncia bayesiana e verossimilhanca
livre para a construcao de estimadores e testes de hipdteses. Estas ferramentas foram

validadas através de simulacoes e aplicagoes para conjuntos de dados reais.

Organizacao do trabalho

O documento estd organizado da seguinte forma. O capitulo 1 apresenta
elementos matematicos fundamentais. O capitulo 2 fornece a configuragao dos modelos,
propriedades e as defini¢bes bésicas. O capitulo 3 mostra elementos fundamentais da
inferéncia bayesiana, bem como algoritmos livres verossimilhanca. O capitulo 4 apresenta
uma analise baseada em simulagoes sobre o comportamento assintotico dos estimadores
bayesianos propostos para o movimento browniano assimétrico, além de aproximagoes
numéricas, analise de dados reais e discussao sobre alguns aspectos dos resultados obtidos.
Finalmente, o capitulo 5 apresenta os resultados obtidos ao estimar os pardmetros do

processo FATGBM por meio de métodos de verossimilhanca livre.



Parte |
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1 Preliminares

Neste capitulo, apresenta fundamentos mateméaticos relevantes, que permitem a
construcao de processos e analise de propriedades expostas no seguimento do trabalho. Para
um tratamento completo dos tépicos expostos, veja por exemplo (JACOD; PROTTER,
2004; MORTERS; PERES, 2010; DURRETT, 2010; RESNICK, 2013)

1.0.1 Probabilidade

Uma o—dlgebra F é uma classe nao vazia de subconjuntos de €2 fechado para
complementacao, unides e intersec¢oes contabeis. Os postulados minimos para F seja uma

o—dalgebra sao:

1. pe F.
2. Se A°e F, entao Ae F.

3. Se {Au},oy © F, entio | JA; e F.

ieN

neN

O par (€2, F) é chamado espago mensurdvel e cada A € F é chamado conjunto mensurdvel.
Uma o—dlgebra de particular interesse é a o—dlgebra de Borel de um conjunto {2, a
qual é o menor das o—dlgebra que contém a topologia de 2 e é denotada por B(2). Se
considerarmos (€2, F) um espaco mensuravel. Diremos que u : F — R, é uma medida
sobre (2, F) se verifica:

Se {A,}, .y © F tal que A; N Aj # ¢ con i # j, entdo,

§ (UAi) = > n(A).

€N €N

neN

Em particular,

e Se ;1 ¢ uma medida sobre (Q, F) e também p(2) = 1, entao ¢ dito que é uma medida
de probabilidade sobre (2, F) e é denotada por P.

e Por outro lado, seja A = (a1, b1) x (az,b2) % .. X (a,,b,) < R, onde para cada
i=1,..,n,—00 < a; <b; < +oo, diremos que a medida p definida sobre (R", B(R"))

é a medida de Lebesque se



Capitulo 1. Preliminares 19

Se [P é uma medida de probabilidade sobre (€2, F), diremos que (£, F,P) é um espago de
probabilidade e os conjuntos A que pertencem a o—dlgebra F sao chamados de eventos.
Suponhamos que (2, F,P) ¢ um espago de probabilidade e (€', F') é um espago mensuravel.
Diremos que a aplicagao X : 2 — Q' é uma variavel aleatdria se verifica {X € A} € F para
tudo A’ € F, isto é, se X é F — F' mensuravel.

Se considerarmos X uma varidvel aleatéria de (2, F,P) sobre (Q', F'), é possivel induzir

uma medida de probabilidade em (', F"), se considerarmos a seguinte relagao
P{X e A} =Px(A) AeF.

Esta medida é chamada distribuicdo da variavel aleatoria X e

E(X) = L X dP = JQ zdPx,

¢é a esperanga de X. Sejam X, Y variaveis aleatorias em um espaco de probabilidade
(Q, F,P) diremos que sao identicamente distribuidas se para cada evento A na o—dlgebra

F verifica
Px(A) = Py(A)

e é denotado por X 1y, Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Uma medida pu
sobre (§2, F) se diz que é absolutamente continua em relagdo a [P se para todo conjunto
mensuravel A € F tal que P(A) = 0, implica u(A) = 0. Diremos que p é uma medida
o—finita sobre (£, F), se existe uma sucessao {4, }, . < F tal que Q = u;enA; e além
disso p(A;) < oo, para cada n € N. O préximo resultado é conhecido como o teorema de

Radon-Nicodym e a demonstracao pode ser encontrada em (HALMOS, 2017).

Teorema 1. Suponhamos p uma medida o—finita, tal que p € absolutamente continua
em relacdo a P. Entdo existe uma funcdo mensurdvel g : @ — R™, tal que para tudo A € F

verifica-se

P(A) = L gdp.

Esta funcao g é comumente denotado por ¢ ¢ chamado derivada de Radon-
Nikodym de P com respeito a u. Se Py é a distribuicao da variavel aleatéria X sobre
um espago de probabilidade (€2, F,P) e p uma medida o—finita sobre (2, F), define-se a
densidade de X por:
dPx
bx = W
Em particular, se a distribuigdo de uma variavel aleatoria X ¢é absolutamente continua em

relacao a medida de Lebesgue, entao,

_ dpy
bPx = dx 3
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e verifica
P(X <o) = Pxl(-0]) = | px(t)it

A relacao acima, é chamada a Fungao de Distribuicio Cumulativa. Todas as distribui¢oes

vistas neste trabalho sdo absolutamente continuas em relacao a medida de Lebesgue.

1.0.2 Lei dos Grandes Nimeros

Seja {X;},_; _,, uma sucessao de varidveis aleatérias definidas no mesmo espaco
de probabilidade (€2, F,P), diz-se que convergem quase certamente para a variavel aleatéria
X se

P <{w e Q: X, (w) =5 X(w)}) =1,
e é denotado por, X, = X.

Um teorema que determina a convergéncia quase-segura de

Sy, 1 &
FEEPIRG

é a lei forte dos grandes nimeros. La demostracién puede ser encontrada en (JACOD;

PROTTER, 2004).

Teorema 2. Seja {X,,}, ., wma sucessio de varidveis aleatorias independentes, distribuidas

identicamente e definidas no mesmo espago de probabilidade. Entdo,

Sn C.S.
— =5, (1.1)

se e somente se

para tudo j.

O teorema 2 permite o método nao-deterministico de aproximacao de integrais

conhecido como Método de Monte Carlo, que permite aproximar a integral

g f h(z)dz, (1.2)

utilizando simulagoes x1, x9, ...,y provenientes de uma conveniente funcao de densidade

px, entao aproximar I por meio de

~ 1 &
1=N;

h(x;)
pX(iUz')7

que, pela lei dos grandes ntimeros

¥ Eiier =5 (i) !

i1 Px

O método de Monte Carlo, ao contrario dos métodos deterministicos, ¢ 1til quando a

dimensao de A em (1.2) é grande.
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1.0.3 Processos Estocasticos

Na teoria da probabilidade, um processo estocastico é uma sucessao de variaveis
aleatorias que evoluem de acordo com outra variavel, geralmente o tempo. Cada uma das
variaveis aleatorias no processo tem sua prépria funcao de distribuicao de probabilidade e

pode ou nao estar correlacionada entre elas.

Seja T" # ¢ um conjunto de indices, diremos que a sucessdo {X;},., é um
processo estocdstico sobre o espago de probabilidade (€2, F,P) se X; é uma variavel
aleatoria para cada t € T'.

Se considerarmos (T, Fr) um espaco mensuravel. A funcio
t— Xt7

é chamada de trajetoria do processo estocastico {X;}, .. Como {X; : ¢ € T} é um processo
aleatério com espaco de estado S < R e o conjunto de indices T" é o conjunto N ou
[0,0), em cujo caso T é interpretado como espaco de tempo discreto e tempo continuo,

respectivamente. No que se segue, vamos considerar T' < R.

Definigao 1. Seja o processo estocdstico {X;},., entio
(i) X tem incrementos estaciondrios se para s,t € T com s < t, o incremento
Xy — X, tem a mesma distribuigao que Xq_).
(i) X tem incrementos independientes se para to,ti,ts,....,t, € T com ty < t; <

to < ... <t , osincrementos Xy, , Xy, — Xy, ooy Xt,, — Xu,,_, SG0 independentes.

Processos estocasticos com incrementos estacionarios e independentes sao o
coracao do conceito de infinita divisibilidade que é andlogo ao passeio aleatério que comega

no tempo zero,

t

0

O processo X (t) é infinitamente divisivel se satisfiz a defini¢do 1 e adicionalmente satisfaz

a condicao de continuidade em probabilidade e inicializagao zero, isto é,

Xoit 5 X, cuandot -0, Xg =0, V t,s > 0.

1.0.3.1 Movimento Browniano

Diremos que o processo estocastico {B,},., sobre o espaco de probabilidade

(Q, F,P) é um Movimento Browniano se verifica:

1. By = z quase certamente, isto é, P(By = z) = 1, com x € R;
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2. {B;},., tem incrementos independentes;
3. Paratudot >0e h >0, Byyp — By ~ N(0,h);

4. t — B; é continua quase-certeza.

Se x = 0, diz-se que {B,},., ¢ um Movimento Browniano padrao. Algumas propriedades

do processo sao:

1. A esperanga do processo é:

E(B,) = 0. (1.3)

2. A variéncia, para o movimento browniano, em cada tempo t, é

Var(B;) =t. (1.4)

3. A fungdo caracteristica definida, para k € R, por
px (k) = E(e™),
para o movimento Browniano é,
252
pp, (k) =€ 27,
para cada t > 0.
4. A covariancia entre duas variaveis aleatérias X e Y que é definida por
Cov(X,Y) =E(XY)-EX)E®Y),
para o movimento Browniano se tem

Cov(By, Bs) = min {s, t}.

5. Finalmente, a Correlacao entre duas variaveis aleatérias X e Y, que é definida por

Cov(X,Y
Corr(X,Y) = (X, V) :
\Var(X)Var(Y)
para o movimento Browniano é,
S

Corr(Bs, By) = 7

para s < t.

Em particular, para um tratamento mais completo do movimento Browniano, ver por

exemplo (MORTERS; PERES, 2010).
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2 Processos sBm e FATGBM

2.1 Movimento Browniano Assimétrico

O interesse de trabalhar com o movimento Browniano assimétrico (sBm) se
origina em sua relagdo com processos de difusao com descontinuidade e problemas de
barreiras semi-permeaveis, entre outros. Sendo o primeiro exemplo de uma solucao de uma
equagao diferencial estocastica tendo um tempo local como drift (HARRISON; SHEPP,
1981b).

Considere a equacao diferencial estocastica, para um processo X € R, da forma

Xe=x+0B + 0l , (2.1)

onde B = {B;:0 <t <T}éo movimento Browniano padrao definido em um espago de
probabilidade, a condigao inicial z > 0 ( para o caso x > 0 é simétrico), o é o pardmetro
de volatilidade, 6 € [—1, 1] pardmetro de assimetria, e [* = {If : 0 < t < T} é o tempo

local em zero.

Dado T > 0 fixo, para qualquer intervalo I < [0, T], defina
I(I,A) :=X({sel;X,eA}), AcR,

onde ) é a medida de Lebesgue sobre R, e [(],-) denota a medida de ocupacio em R
de X durante o intervalo de tempo I. Se [(I,-) é absolutamente continuo em relagao a

medida de Lebesgue A em R, denotamos esta derivada de Radon-Nikodym por

e chamamos (I, z) a densidade de ocupagdo de X no nivel z durante o intervalo de tempo
I. Escrevemos [;(A) = I([0,t], A) e l;(x) = ([0, ], z) para a medida de ocupacdo e para a

densidade (tempo local), respectivamente.

Uma alternativa equivalente para a defini¢ao do tempo local ¥ = {I7: 0 < t <
+o0} no nivel zero de solugao (desconhecida) X da equagao 2.1, partindo de x, é dado

pelo seguinte limite,

1 t
lf = lim f 1(75,5) (Xs)ds.

e—0 2¢ 0

Lembre-se que a solucgao forte de X da equacao diferencial estocastica dada
por 2.1 em um determinado espago de probabilidade (€2, F,P), em rela¢gdo ao movimento
browniano fixo B e condicao inicial independente = sobre este espago de probabilidade, é

um processo estocdstico (Xy,t = 0) satisfazendo:
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1. X é adaptado para a filtragem (F;), onde F; := 0(B;,0 < s < t);

2. X é um processo continuo;

4. com probabilidade um, temos X; =z + ocB, + 61, Vt > 0.

Entao, o movimento browniano assimétrico (sBm), X = {X;: 0 < ¢t < 40},
pode ser definido como a solugao forte (dnica soluc¢ao) da equagao diferencial estocéstica
2.1, (HARRISON; SHEPP, 1981a).

Na literatura, o parametro de assimetria é por vezes definido como a = (0 +1)/2.
Esta segunda parametrizacao ¢ mais conveniente para uma construcao alternativa do sBm.
Em particular para o desenvolvimento deste documento, a primeira parametrizacao ¢é
usada.

As transi¢oes entre os estados sao dirigidos pelo seguinte kernel

bio2(y — ) + 0Pie2(y + )  siy >0

2 —
q(t,z,ylo",0) = { 1oz (y — 2)(1 — 0) c.o.c.

quando z > 0,

q(t,x,ylo?,0) = { Gro2(y — @) — 092 (y + )  siy <0
Pro2(y — x)(1 +0) c.o.c.

quando = < 0, e quando z = 0

1 .
3% (y)(1 =0) siy <0
Q(t7oay‘0279) = )

;qbwz(y)(l +0) co.c.

onde ¢,,2 denota a densidade de uma variavel aleatoria Gaussiana centrada com variancia
to?. Ver (LEJAY; MORDECKI; TORRES, 2014) por exemplo.

Em particular, se o parametro 6 é positivo, existe uma assimetria a direita, se 6 é zero
uma distribuicdo normal é recuperada com média zero e variancia t, e finalmente, se 6 é
negativo, existe uma assimetria a esquerda.

Uma alternativa para escrever a densidade de transicao do sBm, ¢é

-

—_

(2—y)? 0 (@+y)2

5 te_ 2+ me_ 2 ify>0and x>0
T T
1 x— 2 9 T 2
e e ify<Oandx <0
pltay) =4 Vi Nt
m(l%—e)e’ 2 if y>0and x <0
T
L (1-— 9)6_@;?2 ify<Oand x>0
L V27t -
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2.1.1 Densidade do sBm

A densidade do processo sBm, em cada instante t, é dado por:

a2
f(z,t,0) = e2t [1 + Osigno(z)]. (2.2)
2mt
Propriedades do sBm {X,;};~0
1. Esperanca:
2
&S
2. A variancia:
26?2
Var(X;) =t (1 — ) .
T

3. A fungao Caracteristica do sBm:

k2 V2i0k 1 3 k%t
B)=e¢ 2z |1+ —n F =2 2=
ox, (k) =e l+ ?t11<2’2’2)]’

onde 1 F] é a série hipergeométrica generalizada (BUCHHOLZ, 2013).

2.2 Processo de Lévy

Um processo estocastico {X,},_, se diz processo de Lévy sobre um espaco de

probabilidade (€2, F,P) se verifica as seguintes condigoes:

1. {B:},., tem incrementos independentes;
2. P(Xo=0)=1
3. O processo de Lévy {X;},_, tem incrementos independentes.
4. O processo de Lévy {X,},_, tem incrementos estaciondrios.
5. Paratudoe>0e s >0,

1i_r)r51P(|Xt — X[ >¢€) =0,

isto é, o processo {X,},_, € estocasticamente continuo.

Para um tratamento completo dos processos de Lévy veja (APPLEBAUM, 2009).
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2.2.1 Processos Subordinados

A ideia de processo subordinado é introduzida por (BOCHNER, 1949). Para

um desenvolvimento completo de suas propriedades, veja por exemplo (SATO, 1999).

Definigao 2. Um processo Lévy unidimensional ndao decrescente (a.s.) é chamado de

subordinado.

Tal processo pode ser interpretado como um modelo aleatorio da evolucao do

tempo, ja que se T' = {T'(t),t = 0} é um processo subordinado, se tem

T(t) >0 a.s. para cada t > 0, (2.3)

T(t;) < T(ty) a.s. cuando t; < to. (2.4)

2.2.1.0.1 Subordinados.

Neste trabalho os processos descritos a seguir serao utilizados como subordina-

dos.

1. Processo Gama: O Processo {y},., ¢ chamado de processos Gama, se a sua

densidade para cada ¢t > 0, é dada por

at
fr(x) = F[Zat)x“t_le_bm, con o, 3 >0, (2.5)

onde I'(t) é a fungio Gama em relagio a t.

Algumas propriedades do processo 7, sao:

a) A esperanga do processo 7,

at
E(Wt) - 3) t>0
b) A varidncia do processo 7,
at
Var(y,) = EE

¢) A funcdo caracteristica, em cada ¢ > 0, para o processo y; é

palh) = (1- f)

d) A covariancia do processo Gama,

a
Cov(ys, ) = 3 in {s,t}.
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e) A correlagao entre v, e 7y,

S
Corr(vs, vt) = o

para s < t.

Um aspecto relevante para a simulagdo do processo 7; é que tem incrementos

independentes, isto é,
T R
7t+h—7t~f%(x)=m:p e ™ h>N0.
Além disso, se considerarmos a = b = 1/2 os incrementos tém distribuigdo qui-
quadrado com h graus de liberdade (x}), isso é,
1 ho{ e

'Vt+h_7t"’f7h($):}7hx§ e 2.
25r( >

2

2. Processo Gaussiano Inverso: O processo {7;},., é chamado Gaussiano inverso

(1¢ ~ IG(a,yt), com o,y > 0), se para cada 7, com t > 0 sua densidade é dada por

2.2
yterte —%(—t; +oc2a:>
e

, x =0, (2.6)
Algumas propriedades do processo 7; sao:

a) A esperanga do processo T,

b) A varidncia do processo 7,

t

Var(r) = %.

c) A fungdo caracteristica, em cada t > 0, para o processo 7; é

2t
on (k) = A LM (02 — 2ik)YA K 4 (tyv 02 — 2ik).
™
d) A covariancia do processo Gaussiano inverso,

Cov(ts, 1) = 13 min {s, }.
a

Corr(rs, 1) = \/f,

Um aspecto importante do processo 7; é que tem aumentos independentes, isto é,

2.2
yhevhe ﬁ(—h Q +a2x>

Ti+h — Tt ™~ fTh(‘r) = We y

e) A correlagdo entre 75 e 7y

para s < t.
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Figura 1 — Em vermelho o movimento Browniano padrao, e em preto o movimento
Browniano com processo subordinado 1.
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Figura 2 — A esquerda, encrementos do movimento Browniano com processo subordinado
T, e a direita, os incrementos do movimento Browniano padrao.
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2.3 Modelo de Black-Scholes

A partir de os trabalhos de (BACHELIER, 1900), sdo usados os processos em
tempo continuo para modelar o comportamento do preco de um ativo. Black, F. e Scholes
M. (BLACK; SCHOLES, 1973) desenvolveram a férmula que é a base de todo o mercado
de op¢oes. Uma opcao é entendida como o pagamento para possuir o direito, mas nao a
obrigacao com data de validade fixa, em que o contratante, tem a op¢ao de comprar ou

vender ativos em valor que é chamado o preco de exercicio.

O modelo é uma das maiores conquistas em matematica financeira, descreve o
valor de uma op¢ao ao longo do tempo e torna possivel encontrar explicitamente o valor

de uma opcao sob certas condigoes ou suposigoes.

O modelo de Black-Scholes parte de hipdteses semelhantes ao modelo Binomial
(COX; ROSS; RUBINSTEIN, 1979) sobre o funcionamento do mercado e acrescenta

algumas hipdteses especificas sobre a evolugao do preco subjacente.

2.3.1 Modelo

Consideramos agora o movimento Browniano geométrico, um modelo de mate-
matica financeira também conhecido como modelo de Black-Scholes. Onde o preco S; ao

tempo t, de um ativo é:
Sy = Spexplut + W (t)], (2.7)

onde 1, 0° > 0 sdo constantes fixas e W = {W(t),t > 0} é o movimento Browniano. Note

também que 2.7 é a solucao de It6 da equagao diferencial estocastica,
1
dS(t) = S(t)((u+ §a)dt + odW (t)).

O retorno do processo é

X, = log (Si) —pu+o(W(t)—W(t—1)). (2.8)

As seguintes propriedades sdo consequéncias diretas das expressoes 2.7, 2.8.
i.- O processo {X;};>0 tem distribui¢do estacionaria Gaussiana.
ii.- {X}} tem incrementos independentes.
iii.- Cov((Xyap — p)?, (Xy — p)?) = 0, isto é, os retornos ao quadrado sdo independentes.

iv.- Cov(| Xy — pl, | Xe — p]) = 0, isto é, os retornos absolutos nao sdo correlacionados.
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Figura 3 — O movimento Browniano geométrico, considerando em preto y =1, 0 =0.5¢
em vermelho p = 0.5, 0 = 0.5

Se denotarmos a P(t) t = 0, como o prego de um ativo ao tempo ¢, X (¢) sdo chamados de

retornos, ao tempo t e escala 7 e representa a variacao relativa do preco de t — 7 até t,

X~ PO-PE=7)

T

se 7 € suficientemente pequeno, temos aproximadamente

X, (t) ~log P(t) —log P(t — 7).

2.3.2 Distribuicao tipo G

A familia de distribui¢oes de probabilidade do tipo G, é gerada a partir do
produto entre uma familia de distribui¢goes normais e outra de distribui¢oes infinitamente
divisiveis (i.d.) definidas em reais positivos, e também conhecidas como distribuigoes
normais com mistura de varidncia e média (ROSINSKI, 1991). Esta familia de distribuigoes
é discutida por (MARCUS, 1987), estudada por (ROSINSKI, 1991).

Definicao 3. Seja X uma varidvel aleatoria continua do tipo G definida como:
X L+ BT+ +TW, (2.9)

onde T e W sao varidveis aleatorias independentes, W tem distribuicao normal com
média zero e variancia constante, T é nao-negativo e pertence a classe de distribuicoes
infinitamente divisiveis, p é o parametro de localizacao, o parametro [ refere-se a assimetria
da varidvel resultante, com [ = 0 a varidvel aleatoria X é simétrica, <0 ou >0 a

varidvel aleatoria X é assimétlrica negativa ou positiva respectivamente.
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Se T tem uma distribuicdo Gaussiana Inversa Generalizada (GIG) a variavel
X tem distribuigao Hiperbdlica Generalizada (BARNDORFF-NIELSEN, 1977). Esta
distribuigao particular tem trés pardmetros GIG(\,~, €) foi usado por (SICHEL, 1974) ao
construir misturas de uma distribuigdo de Poisson e foi popularizado por (BARNDORFF-
NIELSEN, 1977), que obteve uma distribui¢ao hiperbdlica generalizada ao fazer misturas
de uma distribuicao normal com média zero e variancia constante, a distribuicao inversa
Gaussiana é obtida quando se considera A = —1/2. Vérias propriedades probabilisticas da
distribuicao GIG como divisibilidade infinita e auto-decomposicao sao demonstradas por
(BARNDORFF-NIELSEN; HALGREEN, 1977) e (HALGREEN, 1979). A distribuicao
GIG é semelhante a distribui¢ao von Mises (BARNDORFF-NIELSEN, 1977) e compartilha
muitas propriedades dessa distribuicao. Tais propriedades especiais da distribuicao GIG
nao sao tratados neste trabalho, ver (FOLKS; CHHIKARA, 1978) para uma revisao mais
detalhada. O conceito de infinita divisibilidade de uma variavel aleatéria foi introduzido
em 1929 por Bruno de Finetti que deu o contexto matematico de processos estocasticos,
com incrementos estacionérios e independentes (sii) seu desenvolvimento foi concluido
com a forma mais geral da representacao candnica das fungdes caracteristicas de varidveis
aleatdrias infinitamente divisiveis ((STEUTEL; HARN, 2003)).
Este trabalho lida com diferentes estruturas para T, considerado como um processo de

Lévy.

2.4 FATGBM

O Movimento Browniano Geométrico com Tempo Fractal (FATGBM por suas
siglas em inglés) proposto originalmente por (HEYDE, 1999), descreve um modelo seme-
lhante ao modelo de Black-Sholes para o preco de opgoes, usando movimento Browniano
geométrico com tempo fractal ou subordinado aleatério, para duas construgoes alternativas
deste processo ver (KERSS; LEONENKO; STIKORSKII, 2014) . No modelo FATGBM o

preco P, ao tempo t, de um ativo é:

P = P0€”t+9Tt+UW(Tt), t>0,Py >0, (210)

onde pe R, # e Ry o > 0sado os parametros de drift, assimetria e volatilidade, respecti-
vamente, W (t),t = 0 é o movimento browniano, independente da "atividade de tempo",
{Ti}. {T1,t =0,1,2,...,To = 0} é um processo estritamente positivo, ndo decrescente, com
incrementos estacionarios, mas nao necessariamente independentes. Os incrementos sob a

unidade de tempo sao dados por
T:Tt—nfl, t:1,2,

(HEYDE; LEONENKO, 2005) No contexto financeiro, esta “atividade de tempo'{T}} pode

ser interpretada como o tempo durante o qual os pregos de mercado evoluem (HOWISON;
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Figura 4 — A esquerda, simulacdo de FATGBM com =1, 0 = —1 e 0 = 1, e & direita, o
log de FATGBM.

LAMPER, 2001). Quanto mais informacao é langada no mercado, mais rapido flui o {7;}.
Note que se T; = t, entao a equagao descreve o modelo classico de Black-Scholes. Os

retornos correspondentes sao dados por,
X, = p+0n+or”W(Q), t=12,.. (2.11)
O papel que desempenha {T;} no modelo é crucial, pois determina a distribuicao de {X;}

e sua estrutura de correlacao.

2.4.1 Distribuicao Tedrica do Modelo.

A partir da expressao 2.11 podemos ver que a distribuicao condicional de X;

dado 7, = h é normal, com média u + 6h, e varidncia o2h, isso é,
Xl = h ~ N(u + 6h,0%h). (2.12)

Depois do qual é possivel deduzir algumas propriedades do processo.

1. A esperanca do processo:

E(X;) = 11+ 0E(h).

2. A variacao para o processo em cada tempo 7, = h

Var(X,) = o?E(h) + 0*Var(h).
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3. O coeficiente de assimetria da distribuicao de X; é,

0((310 + 302)Var(h) + 02E(h — E(h))?)
(02E(h) + 02V ar(h))? '

"=

4. O coeficiente de curtose de Xj,

Yo =[6(2u0% + 0% — 2ub*)E*(h) + 3(4ubo® — 401> + o E(R?) + 66°0°E(h?)
— 120*1*E(R)E(R?) + 0*E(h — E(h))*)(¢*E(h) + 0*Var(h)) 2.

Os coeficientes de assimetria e curtose existem se o terceiro e quarto momentos de {Tt}

sao finitos respectivamente. Além disso, observe que se # = 0 o modelo é simétrico.

2.4.2 Distribuicdo dos Incrementos do Processo Subordinados

A seguir se mostram algumas distribui¢gdes possiveis para 7. Em cada caso, se

mostra a distribuicao de X;.

2.4.2.1 Subordinado com distribuicio Gama Inversa

Se 7; tem uma distribuicdo Gama inversa, com parametros «, 5 > 0 e func¢ao

de densidade dada por,

frr(x) = Fﬁ(&)x_o‘_le_ﬁ/x,x > 0. (2.13)
Entao, a densidade marginal de X; para 8 = 0 é dada por,
gl (a + 1/2)

V2roT(a) (“@%H

f(z) >a+1/2 )
Por outro lado, se # # 0 entdao a densidade de X; é

0(z—1) _a+1/2
_ B (z —p)? +2B0%\ "2
T = i) ()

X K_q 1/ <\/92((:c D, 2ﬁ02)> ,r e R.

o2

Onde K, ¢ a funcao Bessel modificada de terceira ordem, ou a fungdo McDonalds com

indice v. Dada por,

K, = e~2osh®) cosh (vt)dt.
R+



Capitulo 2. Processos sBm e FATGBM 35

2.4.2.2 Subordinado com distribuicido de Gama

Se 7; é distribuido Gama com parametros «, 3 > 0, isso é,

fr(z) = ”

mﬂ?aileiﬁx,w > 0. (214)

Entao a densidade marginal de X;, quando 6 = 0, ¢ dada por,

2o e\ & — ul/2B
10 oy (oyai) Ko (5) aem

E se 0 # 0, entao

O(z—p)

N G
Jx) = 7 ol (a) («/92—1—2602) .

|z — pl/60? + 2B0?
2

g

X Ka—l/Q ( ) , reR (215)

2.4.2.3 Subordinado com distribuicido Gaussiana Inversa

Se 7; tem distribuicdo IG(a,7y) com pardmetros a > 0, v = 0, entdao a sua

funcao de densidade é dada por,

2
ve'r -3 L+ax
ﬁd®:¢%ﬁ€4

Quando ¢ = 0 a densidade marginal de X; é dada por,

Y o a ar/(z — p)? + 0292
f(x)Z;eW N K1< - ), reR.

Por outro lado, se 6 # 0, entao

ﬂ@ZVQM%WJ e

>,x > 0. (2.16)

X
o (x —p)? 4+ o292

. (vw? tota?)((z )P+ a%?)) LeR

o2

onde K é a fungdo de Bessel modificada do terceiro tipo com indice 1.

2.4.3 Estrutura de dependéncia do Modelo

Propriedades da estrutura de covaridncia do processo {X;} em termos do
processo subordinado, assumindo momentos finitos de segundo ordem como condicao

necessaria. Para o inteiro k£ > 1, temos,
1 1
Cov(Xy, Xiqr) = Cov(01, + o Wi (1), 071p + 072, Wa (1)),
= 92(ETtTt+k — ETiTiq),

= QQCOU (Tta Tt+k)7
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onde W7 y W5 sdo movimentos brownianos independentes. Note também que se 6 = 0,
entdao Cov(Xy, Xivx) = 0.

Também

Cov(X2, X2 p) =Cov((p + 07 + a2 Wi(1))?, (i + 07 + 077, Wa(1))?),
=(0" +40°1* + 4010%)Cov (73, Tyk) + 0 Cov (12, 721
+ (9202 + 293,”) (COU(Tt27 Tivk) + Cov(T, Tz€2+k>>7

que ¢é reduzido a
Cov(X}, X7 ;) = 0*Cov(Ts, Tevn),

quando 6 = 0.
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3 Elementos de Inferéncia Bayesiana

3.1 Inferéncia Bayesiana

Na inferéncia classica, os parametros de um modelo sao vistos como quanti-
dades fixas, mesmo que sejam desconhecidos. Em contraste, na inferéncia bayesiana, o
conhecimento que temos sobre os parametros do modelo pode ser quantificado através
de uma distribuicao de probabilidade. Essa distribuicao de probabilidade é chamada de
distribuicao a priori do parametro, e ela contém toda a informacao que o pesquisador tem
sobre os parametros. As inferéncias para os paradmetros do modelo sdo obtidas através da

distribuicao a posteriori de cada parametro.

Seja @ um vetor de parametros a ser estimado, com espago paramétrico © < R".
Entao, pelo teorema de Bayes, temos a seguinte distribuicao de probabilidade a posteriori

para 0,

o) = FOIE) o)
LW(G)J‘"@\@)CW

onde 6 é continuo, m(f) é a distribuicao a priori conjunta para 6 e f(y|0) = L(0) é a funcao

de verossimilhanca de 6. A forma usual do teorema de Bayes é

m(ly)ocm(0) f (y]6). (3.2)

Note que omitindo f(y), a igualdade em 3.1 é substituida pela proporcionalidade. E uma

forma simplificada do teorema de Bayes.

3.1.1 Teoria de Decisao

Constituem os elementos fundamentais da teoria da decisao:

1. Um modelo estatistico P sobre (X, Fx). Em particular, considerando um modelo

paramétrico,
P = {P o - 0 e @} )
como a familia de distribui¢oes de um vetor aleatério X, que assume valores em

(X, T).

2. Um espago mensuravel (A, F,), chamado espago de agdes. O conjunto A é o con-
junto de decisoes estatisticas. (Conclusoes sobre 6 ou Py tomadas com base em as

observagoes)
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3. Uma funcao de perda L : © x A — R™ tal que L(6,-) é Borel mensuravel para tudo

0 € ©. O nimero L(6#,a) representa a perda em escolher a agao a para cada .

Definidos esses trés elementos, apresentamos as ferramentas utilizadas na tomada de

decisao.

Defini¢ao 4. Uma regra de decisio é uma fung¢io 6 : X — A tal que §(x) = a, isto €,

todo valor possivel de x € X, indica que ag¢do a deve ser tomada se X assume o valor x.

Definicao 5. A func¢do de perda associada a uma regra de decisdo 0 é dado por,

L(6,0(x)) = f L(6,a)ddé(z)(a).

A

Perdas comumente usadas sio:

Definicao 6. O risco a posteriori de uma regra de decisao ¢ € definido por:
r(dlz) = E(L(0,6(x))|X = =)
= f L(6,0(x))dPg,(0]|x).
Q
A comparacao de duas regras de decisao na perspectiva bayesiana é baseada
em na escolha de uma com o menor risco apés a observacao dos dados.

Definigao 7. Uma regra de decisdo oy é chamada de regra Bayesian se,

r(do|z) < 00, Ve e X

r(do|x) < r(d]z), Yr e X,
e qualquer outra regra de decisdo §.

De acordo com o critério de Bayes, 6(6) é a regra de Bayes formal com relagao
a # se o risco a posteriori é o minimo possivel, isto é, se

r(8l) = E(L(9.6(x))|X = 2) = minE (L(e, 0)|X = x) , Vze k.

Para mais detalhes, veja por exemplo (DEGROOT; SCHERVISH, 2012; SCHERVISH,
2012).
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3.1.2 Estimativa por Regides

Um resumo de 7(f|x) mais informativos do que qualquer estimativa pontual
¢é obtido a partir de uma regiao de © que contenha uma parte substancial da massa de

probabilidade a posteriori.

Definigao 8. R(x) é uma regiao de credibilidade ~ para 0 se

Pl0 ¢ R(x)[z] = J

dPy|,(0|x) = J 7(0|z)df = .
R(x)

R(x)

Qualquer regiao de credibilidade é definida numericamente, isso é, nao aleatorio,
e admite uma interpretacao probabilistica direta e inequivoca em contraste com uma
regiao de confianga classica.
Dadas as inlimeras regioes de credibilidade com o mesmo grau de credibilidade v, obvi-
amente, estamos interessados em selecionar aqueles que incluem todos os valores de 6

“crediveis ” a posteriori, satisfazendo a seguinte relagao,
7(by|x) = 7(02]x), Vb, € R(z), Oy ¢ R(x),
Assim definimos o seguinte,

Definicdo 9. R(z) € uma regiio de credibilidade vy com densidade (probabilidade) a
posteriori mdzima (abreviado, regido de HPD) se

sup w(f|r) <c, < inf w(0|x),
%R(I;)(H 1 < b (0])

para algum c,, tal que P[0 € R(x)|z] = v, ou equivalentemente, se
R@) = {6: 7(8l2) > c.}

com ¢, > 0 a maior constante tal que
f 7(0|z)A\(dO) = 7. (3.3)
R(x)

As regioes de credibilidade HPD nao sao invariantes para transformacoes
paramétricas nao lineares, isso é, se R(x) é HPD para 6, a regido transformada para a

fungao biunivoca a = p(#) tem a mesma credibilidade, mas nao é HPD se ¢(+)

As integrais a ser resolvidas em 3.1 e 3.3 podem ser dificeis de resolver. Neste
caso, alguns métodos numéricos de aproximagao de integrais devem ser utilizados. Em
particular, o método que usaremos para resolver este tipo de integrais é o método de
Monte Carlo em cadeias de Markov (MCMC). Que também ¢ usado como um método de

simulacao para obter amostras da distribuicao a posteriori de interesse, veja por exemplo
(VOSS, 2013).
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3.1.3 Teste de Hipétese Bayesiana

Dentro das diversas alternativas de procedimentos de testes para hipoteses
precisas, utilizaremos aquela construida por Pereira and Stern (BRAGANCA-PEREIRA;
STERN, 1999) e (PEREIRA et al., 2008), denominada Full Bayesian Significance Test
(FBST), comparando-a com outros procedimentos de selegdo de modelos usualmente

adotados.

Esta metodologia tem sido aplicada com sucesso em contextos onde a metodo-
logia classica nao é a mais apropriada ou é simplesmente inexistente, como discutido nas

referéncias citadas.

Especificamente, no caso de processos de difusao com saltos, (RIFO; TORRES,
2009) estuda o caso de identificacdo de saltos com aplicagdes a dados meteoroldgicos, e no
caso de processos de difusao assimétricos, (TORRES; TUDOR, 2009) aplica a metodologia
a dados financeiros e (BARAHONA et al., 2016) a dados de localizagao de ledes marinhos

da América do Sul.

Outros trabalhos tém aplicado este procedimento em diversos contextos: (BER-
NARDINT; RIFO, 2011) estuda o pardmetro de forma na distribuicao de Valores Extremos
Generalizada, (RODRIGUES, 2003) analisa o processo de Poisson inflacionado em zero,
(RIFO; GONZALEZ-LOPEZ, 2012) modela dependéncia caudal via copulas logisticas
assimétricas para duas variaveis, (LOSCHI; SANTOS; ARELLANO-VALLE, 2010) estende
a metodologia a um critério de decisao ponderado relacionando o FBST e fator de Bayes,

entre outros.

Seja € o espago paramétrico definido para o problema em estudo, e denotado
por 7(f) a densidade a priori em Q, por Ly(#), a fungao de verossimilhanca para 6 depois
de observar os dados d, e por 7(f|d) a densidade a posteriori de § dada a amostra d,

relacionados por
7(0|d)oc(0) - La(0).

Uma hipétese simples é uma sub-variedade €y de Q tal que dim(Q2y) < dim(€?). Isto
implica que a probabilidade a posteriori de )y é igual a 0 no caso em que a distribuicao a
posteriori seja absolutamente continua. Uma medida de evidéncia neste caso é definida
pelo teste de significancia FBST, definido a partir da probabilidade a posteriori de uma

espécie de regiao critica do espaco paramético.

Mais precisamente, vamos definir o conjunto de tangente a €2y como o conjunto

To=1{60¢€ Q: x0d) > m,},
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onde
7o = sup (6]d),
Qo

definido pelas curvas de nivel da densidade a posteriori. Em palavras, o conjunto tangente
considera todos os pontos mais “provaveis'a posteriori do que aqueles em {2y. A medida de

evidéncia e—valor em favor da hipdtese nula é definida como

ev(Qp) =1 —f m(0]d) de. (3.4)

To

Desta forma, se o conjunto tangente tem uma alta probabilidade a posteriori,
a evidéncia em favor de )y é pequena; se tiver uma baixa probabilidade a posteriori, a

evidéncia contra €y é pequena.

Tal como é descrito em (BERNARDINI; RIFO, 2011), pela continuidade da

distribuigdo a posteriori em (2, existe uma representagao de m(w|d) tal que
o = liH(l) sup {m(w|d) : we Vy(e)}, (3.5)

onde V() = {we Q : dist(w,Qy) < €} é uma vizinhanga de €.

Esta propriedade nos permite determinar my sem a necessidade de obter a

densidade a priori condicional na hipétese nula, usando o limite 3.5 em seu lugar.

3.1.3.1 Teste de Significancia

Sob esta formulagao, esta medida nos permite realizar um teste de significancia
para Hy: 6 € €. De fato, consideramos o espago de decisao D = {ayg, a; }, onde a; representa

a decisao de rejeitar Hy, y ag, nao rejeitar H.

A funcao de perda L : D x €2 — R é definida por

L(al, 0) = WO(l - ]-To(Q))’
L(ag,0) = wi + clg,(0)),

com wy, wi, ¢ > 0. O valor de ¢ representa o custo adicional de nao rejeitar {2y quando de

fato 6 € Ty, e portanto, tem densidade a posteriori maior do que qualquer valor em €.
De acordo com (MADRUGA; ESTEVES; WECHSLER, 2001), a regra de
decisao definida por

wi + ¢

“rejeitar €y 7, se, e somente se e — valor < (3.6)

wo + ¢’
minimiza o valor esperado E(I(a,d)|d).

Em outras palavras, a decisao 3.6 entrega um critério em termos do custo de

cada decisao incorreta e a probabilidade a posteriori do conjunto tangencial.
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Por exemplo, se tomarmos w; << ¢, e reescrevemos as condi¢oes em 3.6,
obtemos c/wy > ¢/(1 — e). Ou seja, rejeitamos Hy se o custo relativo de rejeitar H; é maior

que a razao de probabilidade contra o conjunto tangencial.

3.1.3.2 Critério de Informac3do Bayesiana

O Critério de Informacao Bayesiana (BIC por suas siglas em inglés) para a

hipotese i, é definido como

onde p; é¢ o niumero de parametros do modelo 7 e n é o tamanho da amostra. De acordo com
este bem conhecido critério, o melhor modelo é o que tem menor BIC, (SPIEGELHALTER
et al., 2002).

Nesta tese, usamos as abordagens anteriores para obter medidas de evidéncia

bayesiana para as hipdteses de simetria, sobre o parametro # e 0 em sBm.

3.2 Computacao Bayesiana Aproximada

A classe de algoritmos computacionais conhecida como Computacao Bayesiana

Aproximada, ou Approximate Bayesian Computation (ABC), é uma alternativa aos
métodos de Monte Carlo baseados em cadeias de Markov, ou MCMC (Markov Chain
Monte Carlo). Tais métodos sao eficientes no contexto de fungoes de verossimilhanga
complexas ou intrataveis analitica e computacionalmente.
Os métodos ABC sao usados para aproximar a distribuicao a posteriori sem exigir uma
expressao explicita para a funcdo de verossimilhanca. Estes métodos tornam-se importantes
com os trabalhos de (TAVARE et al., 1997),(BEAUMONT; ZHANG; BALDING, 2002) e
(PRITCHARD et al., 1999) em genética e (CSILLERY et al., 2010) em ecologia.

O algoritmo proposto por (PRITCHARD et al., 1999), pode ser resumido da

seguinte forma: dada uma amostra D de um espago D,

Algoritmo 1 — Computagao Bayesiana Aproximada (ABC)

A1l Gerar 0 desde a distribuigao a priori 7(+)

A2 Simular D* desde o modelo f(-|f) com parametro 6, entao calcule T* = T'(D¥)
A3 Calcular a distancia d(T,T™)

A4 Aceitar 0 se d < €, entdo voltar a Al.

Os pardmetros do algoritmo ABC sdo o estatistico T, a distancia d(-,-) = 0e o

nivel de tolerancia e > 0. A aproximacao da distribuicdo a posteriori proporcionada pelo
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Algoritmo A é obtida como a marginal de 6 da distribui¢ao conjunta
7(0)f(D*10) 1, p(%)

7.(0, D*| D) ,
f ~(0) F(D*|0)dD*d6
AQDX@

onde Ip(+) denota a funcdo indicadora do conjunto B e

Ap=1{DeD : d(T,T*) <¢}.

Em (VOSS, 2013) é estabelecido que se T' é um estatistico suficiente e além
disso € — 0, entdo a distribuicdo de w(0|d(T,T*) < €) — w(0|T), que é equivalente com a
distribuicao de 7(0|D). Em outras palavras, a justificativa para a abordagem ABC é que,

quando usamos um estatistico suficiente 7' e uma tolerancia pequena €, temos
.(0|D) = JWE(H,D*|D)dD* ~ 7(0|D),

a distribuicdo a posteriori w(0|D) é igual ao limite quando € tende a zero de 7 (0|D).
Dado que € nao pode ser o valor zero, (MARIN et al., 2012) sugere considerar € como um

pequeno percentil das distdncias simuladas no passo 3 do Algoritmo A.

Como o algoritmo A é computacionalmente ineficiente, (MARJORAM et al.,

2003) propoe uma versao mais eficiente que pode ser resumida da seguinte forma:

Algoritmo 2 — ABC-MCMC.

B0 Use o Algoritmo A para obter uma realizacio de 6°
Bl Cerar % a partir do kernel de Markov ¢(-|#¢~V)
B2 Gerar D* usando o modelo f(-|0"), entdo calcule T* = T'(D*)
B3 Se d(T,T*) < ¢, ir para B4, caso contrario, ficar em 8¢~Y | entdo voltar a B1.
(t) (t=1)|19()
B4 Caleular h = h(6®,0¢"1) = min <1, ;(Téi_l))%f 7 ;i_l))>>
B5 Aceitar 8% com probabilidade h, caso contrério, ficar em 8%V, entdo voltar a B1.

Uma caracteristica importante do Algoritmo B é que a taxa de aceitagao
esta diretamente relacionada ao valor da verdadeira func¢ao de verossimilhanca, dado o
vetor de parametros proposto (SISSON; FAN; TANAKA, 2007), por outro lado, para
um valor de € pequeno, é obtida uma baixa taxa de aceitacdo que afeta a cadeia de
Markov, que em situagoes particulares pode ser presa em regioes de baixa densidade de
probabilidade a posteriori, (MARJORAM et al., 2003). Este problema ocorre em regioes
de baixa probabilidade, dada a proposta 8%, é muito improvavel que sejam produzidos

dados simulados D* préximos dos dados observados D, em tal situacdo, a probabilidade
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de que a cadeia se mova fora da regiao de baixa probabilidade é proxima de zero, desta

forma o algoritmo produz amostras altamente dependentes.

Embora todas as cadeias de MCMC correm o risco de ficar presas, o algoritmo
ABC-MCMC ¢ suscetivel a este tipo de problemas devido aos dois critérios que devem
ser cumpridos para aceitar uma proposta 8%, primeiro, a probabilidade de aceitagao das
amostras Metropolis-Hastings primero, la probabilidad de aceptaciéon de las muestras
Metropolis-Hastings, e segundo, a geracao de dados suficientemente proximos aos dados
observados, Portanto, a taxa de rejeicao do ABC-MCMC pode ser extraordinariamente alta,
por isso requer ciclos computacionais bastante altos, mesmo para problemas relativamente
simples, (TURNER; ZANDT, 2012).

O Algoritmo ABC Controle de Rejeigdo Parcial (ABC-PRC por suas siglas em
Inglés) proposto por (SISSON; FAN; TANAKA, 2007) como uma opgao aos problemas
que apresenta o Algoritmo ABC-MCMC, e foi o primeiro algoritmo ABC que usa um filtro
de particulas.
O ABC-PRC exige que escolhamos um kernel de transigao K;(-|0*) como uma fungao de
densidade. Tamanho da amostra efetivo (ESS por suas siglas em Inglés) calcula o niimero
equivalente de amostras aleatorias necessarias para obter uma estimativa, de modo que
sua variacao de Monte Carlo seja igual aquela das N particulas ponderadas. E pode ser

resumido da seguinte forma:

Dependendo da natureza do modelo, provar a suficiéncia de um estatistico
T pode ser analiticamente impraticavel. Por esta razao, devemos usar o conhecimento
sobre o modelo para mostrar que o estatistico T' conserva grande parte da informacao
disponivel sobre os pardmetros. (JOYCE; MARJORAM et al.; 2008) mostra que isso pode

ser alcancado selecionando o estatistico 7' que minimiza a entropia a posteriori.

3.3 Suficiéncia

A escolha apropriada de estatisticos de resumo para o uso de métodos ABC
corresponde a um estagio fundamental, dado que uma ma escolha, ou a selecao de um
estatistico insuficiente, poderia significar perda de informacao e, em ultima instancia, que
o método seja impreciso. Na pratica, sao raros os casos em que se tem acesso a estatisticos
suficiente de forma analitica, por isso, devemos nos preocupar por aqueles estatisticos que
podem ser mais representativos, ou seja, aqueles que tém uma perda minima de informagao
em relacao aos parametros de interesse.

A seguir, sao apresentados elementos basicos sobre Entropia e informagao com o propésito
de avaliar o grau de informagao dos estatisticos propostos, para mais detalhes veja (COVER;
THOMAS, 2012).
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Algoritmo 3 — ABC-PRC .

C1 Inicializar €y, ..., €7 , e especifique a distribui¢do de amostragem inicial pi;.
Definir indicador de populacao t = 1.
C2 Definir indicador de particulas ¢ = 1.
C2.1 Set =1, amostra 8" ~ u(0) independentemente de p;.
Se t > 1, amostra #* a partir de a populacao anterior {9,§7’_)1}
com pesos {Wt@l}, e perturbar a particula para 6** ~ K,(0|0%)
de acordo com um kernel K, .
Gere um conjunto de dados D** ~ f(D[0**).
Se d(T,T*) = ¢ , entdo ir para C2.1.
C2.2  Set

| | n(O)/m (@) =1
o) =0 e W = (05"
3L W K6, 16%)
onde 7(6) denota a distribui¢ao a priori para 6, e
Se 1 < N, aumentar ¢ =1 + 1 e ir para C2.1.

t>1

C3 Normalize os pesos para que Z Wt(i) =1

=1
N

Se £ESS = [Z}(V[/t(i))Q]_1 < F depois reamostrar com substituigao,
i1
as particulas {9 )} com pesos {Wt } para obter uma nova populacao
{9 )} e definir pesos {Wt =1/N}
C4 Set < T, aumentar t =t + 1 e ir para C2.
Onde W, sao os pesos dada a nova particula 0**.

3.3.1 Entropia e Informacdo Mutua.
Definicao 10. A Entropia de X, denotada por H, mede a incerteza de X e € definida da
sequinte forma,

1> > 07
log px (X)

onde Ex denota a esperanca sob a func¢io de massa de probabilidade px. Sejam (X,Y)

pr )log px(z) = —Ex (log px (X)) = —Ex (

s

varidveis aleatorias discretas com f.d. conjunta pxy. A entropia condicional H(Y|X) é

definida como
H(Y|X) = -Exy [logpyix(Y]X)].

A informagdo mutua I(X;Y) entre duas varidveis aleatdrias discretas X e YV’
mede a quantidade de informagoes que Y contém sobre X . mide la cantidad de informacion

que Y contiene sobre X . Pode-se ver a reducao da incerteza sobre X devido ao conhecimento
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de Y,

I(X;Y) =H(X) - HX|Y)

pXY
:pry:cylog( )

z,yeX

=KL(pxy|lpxpy) =0,

onde K L(P||Q) refere-se a divergéncia Kullback-Leibler (KL) entre duas medidas de pro-
babilidade Py Q. A informacao mutua I(X;Y) é igual a 0 se e somente se as varidveis

aleatérias X e Y sao independentes.

A informacao mutua condicional de variaveis aleatorias discretas X, Y e Z é

definida como:
I(X;Y|Z) = H(X|Z) - H(X|Y, Z);

esto é a reducao da incerteza de X devido ao conhecimento de Y quando Z é dado. Tal
valor é de 0 se e somente se X e Y sao condicionalmente independentes, dado Z, o que
significa que Z contém todas a informacao sobre X em Y. A informacao mutua condicional

satisfaz a regra da cadeia; para variaveis aleatérias discretas Xi, X, ..., X,, e Y, quer dizer

[(X1, X, X0 Y) = Y I(X Y[Xy, o Xia, Xia).

=1
Neste trabalho, é considerada a entropia, em vez de entropia diferencial, com aplicacoes a

variaveis aleatérias continuas.

3.3.2 Desigualdade do Processamento de Dados e Estatisticos Suficientes

A desigualdade do processamento de dados (DPE) estado que para varidveis alea-
térias X, Y e Z tal que X — Y — Z, (isto é, Y depende, aleatéria ou deterministicamente,
de X e Z depende de Y')

I(X;Y) = I(X; 2),

com igualdade somente se X — Y — Z formam uma cadeia de Markov, que signi-

fica que a variavel aleatoria X e Z sao condicionalmente independentes dado Y, isto é,

Px,zly = PX|yPz|y-

Consideramos agora a familia de distribuicoes { f(:0)},.¢ € seja X uma amostra
de uma distribuicao nesta familia. Seja & um estatistico e denotamos por S a variavel
aleatéria tal que S = S(X), entdo § — X — S. Obtendo por DPE,

1(6;5) < 1(0; X).



Capitulo 3. FElementos de Inferéncia Bayesiana 48

Diremos que o estatistico S é suficiente para o pardmetro @ se e somente se 1(6;S5) <
1(0; X).

Proposicao 1. S é um estatistico suficiente para o parametro 6 se e somente se,

1(6; X|S) = 0.

Neste caso,

mox e i) -

Exemplo

Como ilustragao, consideraremos a estimacao do parametro de localizagao
de uma distribuicao de Cauchy. Para isto, foram realizadas simulagoes com a seguinte
configuragdo de parametros: =0 e o = 1. Como se trata do pardmetro de localizagao,
um estatistico de resumo possivel para o Algoritmo C é a média da amostra. Especificamos
como a priori de p a distribuicdo Uniforme em (—10,10), e o kernel correspondente
K (] pte—1) como um passeio aleatério Gaussiano. O Algoritmo C foi executado para 1000

iteracoes. As tolerancias programadas sao dadas na Tabela 1.

Iteraciones t Valor de ¢

1-100 10
101-200 )
201-300 2
301-400 1
401-500 0.5
501-600 0.2
601-700 0.1
701-800 0.05
801-900 0.02
901-1000 0.01

Tabela 1 — Simulagoes e niveis de tolerdncia.

Para verificar o desempenho do Algoritmo 3, foi considerado como um estima-
dor a média a posteriori, e o desvio padrao da distribuicao a posteriori. Os resultados
sao apresentados na Tabela 2, onde é possivel ver uma diferenca consideravel entre as
estimativas pontuais do parametro, associadas ao tamanho de e, também se pode ver uma

reducao significativa em no desvio padrao.

Os resultados mostrados na Tabela 2 e a Figura 5 sugerem que uma boa maneira
de ver o Algoritmo C de (SISSON; FAN; TANAKA, 2007) é como uma série de sucessivas
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Valor de € sample mean  (SE)

10 “1.22680  (4.6367)
5 -0.55045  (3.5321)
1 0.12922  (2.7633)
2 0.06258  (2.2970)
0.5 02387 (5.4334)
0.2 0.29349  (2.1673)
0.1 0.13251  (2.1652)
0.05 0.23571  (1.8058)
0.02 0.36734  (1.5159)
0.01 0.29067  (1.4938)

Tabela 2 — Média e desvio padrao para distribuicao a posteriori, dependendo das tolerancias
e assumindo que p = 0.

aplicagoes do Algoritmo A sobre variaveis aleatorias extraidas de uma distribuicao a priori,
que ¢ uma convolucao do nucleo suavizado e as variaveis selecionadas da rodada anterior

de rejeigao.
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4 Estimadores Bayesianos para o sBm

4.0.1 Resumo

Em alguns problemas que envolvem séries temporais de variaveis aleatorias
continuas, considerar barreiras semipermeaveis permite construir modelos mais precisos
para o fendmeno estudado. Por exemplo, em financas, é possivel considerar barreiras psico-
l6gicas semipermedaveis que envolvem pregos de ativos, gerando diferentes procedimentos de
tomada de decisdo em cada lado da barreira. Desta forma, propomos um modelo que capta
essa caracteristica em termos de tempos locais, dando origem ao chamado movimento

Browniano assimétrico (sBm).

Recentemente, varios trabalhos consideraram o sBm em modelagem ou em
problemas de simulagao, assim como em alguns problemas de otimizacao. Ver, por exemplo
(LEJAY, 2006) para referéncias sobre o tema, e para um estudo sobre as diversas construgoes

e possiveis aplicagoes do sBm.

Neste trabalho estamos interessados em estimar o parametro de assimetria
quando observamos uma trajetoria do processo em uma quadricula de tempo igualmente

espagados.

Do ponto de vista estatistico, este problema representa uma andlise intermédio
entre o problema cldssico da estimativa do drift em uma difusao, (KUTOYANTS, 1984;
LIPSTER; SHIRYAEV, 2001), e a estimativa da varidncia de uma difusao, ver (FLORENS-
ZMIROU, 1993; JACOD, 1998) e referéncias no mesmo, onde as medidas de probabilidade

geradas pelas trajetorias sao singulares para diferentes valores do parametro.

Até onde sabemos, existem poucos trabalhos sobre a estimacao deste parametro.
Em (BARDOU; MARTINEZ, 2010), os autores assumem que sBm é refletido nos niveis 0 e
1 para garantir a ergodicidade, por outro lado em (LEJAY; MORDECKI; TORRES, 2014),
o estimador de méaxima verossimilhanca é construido e é analisado seu comportamento
assintotico sob a hipétese nula do parametro de assimetria nulo, ou seja, sBm sendo o
movimento browniano padrao. Sob hipdteses gerais, no entanto, o problema nao é tratado

analiticamente e ainda nao foi estudado

Neste trabalho, discute-se uma analise baseada em simulacao sobre o compor-
tamento assintotico dos estimadores de Bayes para o parametro de assimetria, mostrando
sua consisténcia através de simulagdes. A metodologia é aplicada a uma trajetoria que os
lebes marinhos da América do Sul (SASL, Otaria flavescens) seguem durante suas viagens

de alimentacao

La metodologia se aplica a una trayectoria que los lobos marinos sudamericanos
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(SASL, Otaria flavescens) siguen durante sus viajes de alimentacién, tais viagens no mar
alternam-se com visitas a colonias para descansar e que as fémeas amamentam filhotes de
lactagdo ((BONESS; BOWEN; OFTEDALL, 1994)), na costa do sul do Chile

4.0.2 Formulacao do modelo

Ao considerar o sBm X com pardmetro 6 € [—1,1] definido em 2.1, para
t € [0,7] e o esquema de amostragem denotado por X; := X;a, ¢ =0,...,n, e A =T/n.
Como ¢é mostrado em (WALSH, 1978). As transicoes entre estados, mostradas na Figura

6, sao definidas pelo kernel

a(t,2,ylo,0) = (d(y — x[to?) + sgn(z,y)0e(|z| + \yHtUZ));(Q — Ly(2)), (4.1)

onde

ato?) = = d
x|to®) = exp | —— |,
onto P\ 2to?
é a densidade de uma varigvel aleatéria Gaussiana centrada com varidncia to?, sgn(z,y) =

sgn(y)Lizop(y) +sgn(x)lioy(y), e sgn(z) = 1se x > 0, sgn(r) = —1sex < 0e sgn(x) =0

se x = 0. Além disso, podemos reescrever as transi¢goes entre os estados como:

) oy — z|to®) + 0¢(x + y|to?) siy >0
q(t,z,ylo,0) = { oy — 2lto™)(1 — 6) R (4.2)
quando x > 0,
) oy — z|to?) — 0¢p(x + y|to?) siy <0
q(t,z,ylo,0) = { oy — 2lto™)(1 + 6) U (4.3)

quando x < 0, e por ultimo quando x = 0,

SOlte?) +(1-0) sy <0
q(t,0,y|o,0) = : (4.4)
;gzﬁ(yta?) +(1+6) C.0.C.

Pode-se observar desde o kernel de transi¢ao, que o parametro # tem uma

grande influéncia na trajetéria somente quando esta perto da origem.

tiene una gran influencia sobre la trayectoria sélo cuando esta cerca del origen
(barreira de semipermeabilidade). De fato, para um valor fixo do tempo ¢, e quando x esta
o suficientemente “longe” do origem, o segundo termo é quase zero. Nesse caso, a trajetéria
¢é praticamente um movimento browniano, quase sem influéncia de 6, e, portanto, quase
nao existe informagoes sobre #. Por outro lado, quando uma trajetoria se aproxima ao

origem desde o primeiro quadrante, por exemplo, se # < 0 a trajetoria é “empurrada” para
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cruzar ao quarto quadrante, e se # > 0, tem mais probabilidade de refletir-se e permanecer

no primeiro quadrante.

No caso limite 6 = 1, a solugao para 2.1 é o movimento browniano refletido
sobre o origem, e quando # = —1, é o movimento browniano refletido baixo o origem, tao
logo a trajetoria se torna negativa. O caso 6 = 0 corresponde ao movimento browniano

padrao. A Figura 12 (a) mostra uma trajetoria tipica para 6 = 0.8.

4.0.3 Tempo de Saida

Consideramos 7, = inf{t > 0 : X; = x}, como o primeiro tempo de visita ao
ponto x € R. Sea J = (a,b) qualquer intervalo aberto tal que a probabilidade de saida
(exiting probabilitity) P,(7(.s < o0) ¢é igual a 1, para qualquer x € J. Entdo existe uma
fungao continua, estritamente crescente S(z) en R, tal que
S(b) — S(x)
S(b) = S(a)’

A funcao S é chamada funcao de escala do processo. Para mais detalhes sobre funcoes de

Px(Ta<7—b): redJ.

escala, veja por exemplo (BREIMAN, 1992). Para o movimento browniano assimétrico, a

funcao de escala é dada por,

{ a lz siz>=0

(1—a) 'z coc.
onde a = (1 + 6)/2, como em (LEJAY, 2006). Isso implica que, se a = —b < 0 < b,

Potpy<m)=1—a=(1-0)/2.
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Podemos ver que esse valor nao depende de b, somente de 6:

e si =0, entdo Py(1_p <m) = 1/2;
e sif >0, entao Py(1_p < m) < 1/2;

e sif <0, entao Py(1_p <) > 1/2,

para qualquer b > 0. Em outras palavras, se § < 0, uma vez que a particula atinge a
barreira, ela é empurrada para baixo com probabilidade (1 — «) mayor a 1/2; ese § > 0, a

particula é empurrada para cima com probabilidade o maior a 1/2.

Do ponto de vista dos procedimentos inferenciais, dada uma trajetéria observada,
para aquelas observacoes o suficientemente perto da barreira, as proporg¢oes destas em
cada lado da barreira sao fungoes lineares de 6. Esta propriedade pode nos guiar para

definir uma distribuicao a priori apropriada para este parametro.

4.0.4 Verossimilhanca e configuracGes a priori

Pelo exposto, podemos ver que para o processo inferencial, apds observar
uma trajetoria, se esta “passa” longe do origem, quase nao da informacao sobre 6; pelo
contrario, quanto maior seja o nimero de passos o suficientemente perto da barreira, mais
informativos sao os dados sobre 6. Este ganho de informacao sera clara em na forma

analitica da densidade a posteriori para 6

Para o modelo 2.1, vamos considerar o espago paramétrico

Qz{wz(9,02)ER2:U2>O,—1<9<1}.

Para uma amostra dada d = (z1, ..., 2,) do processo observado aos tempos
(t1,...,t,), a funcdo de verossimilhanca para w € ) | depois de observar d é dada por

n—1

ld(w) = HQ(%%,«T@'H | ‘9,02)7

i=1

com ¢ como em (4.1), y 7, = t;41 — t;. Para facilitar a notagdo, seja a; =

ai(0%) = ¢ro2(zip1 — 1) y by = bj(0%) = ¢r g2 (2 + 2i41). Com esta notagdo, a funcio de



Capitulo 4. FEstimadores Bayesianos para o sBm 56

verossimilhanca de (6, 0?) é proporcional a

la(w)oc (]‘[ a,-(02)> L+0)"(1—0)" [] (1 + 2;(((;2; e) x (4.5)

7 {I?j>0
.Ij+1>0

1 1 n n
L X {_%2 D (@inn - xi)z} (1+60)"+(1—6)"x

onde n_, é o numero de cruzamentos do lado negativo para o positivo, n,_ é o nimero

de cruzamentos do lado positivo para o lado negativo, e b;/a; = exp{—2x;2,,1/(7;0%)}.

Dada uma trajetoria, quando x; esta distante da barreira, e |x;| + |z;41| fica
grande,, menos informacgao temos sobre 6, como é intuitivo que ocurra. Assim, a parte

mais relevante da amostra, para #, sao aquelas se¢oes préoximas da barreira.

Observe que, para cada passo que atravessa a barreira, se x; < 0 e x;41 >
0, entdo q(7i, Ts, Tip1 | 0,0%)oc(1 + 6) a;. Por outro lado, se #; = 0 e x;,; < 0, entdo
q(7i, 25, i1 | 0,0%)c(1 — 6) a;. No primeiro caso, # = —1 torna-se uma raiz da funcio de

verossimilhancga, e quando ocorre o segundo, # = 1 torna-se raiz.

Por outro lado, para cada dois passos consecutivos positivos ou negativos,
q(1j,24, 7.1 | 0,0°), como uma funcio linear em 6, tem uma raiz, +a;/b;, fora do intervalo
[—1,1], com maximo em 6§ = 1 se z; > 0, e em § = —1, no outro caso. Isto implica, por
exemplo, que se observarmos uma trajetoria positiva sem cruzamentos com a barreira, a
estimativa de méaxima verossimilhanca para 6 é 1, generando evidencia de un movimiento

Browniano reflejado, (LEJAY; MORDECKI; TORRES, 2014, Lemma 1).

Suponhamos que temos informacao a priori sobre assimetria e volatilidade, e
denotamos por f(w) a densidade a priori para w, quantificando essa informagao. Pelo
teorema de Bayes, a densidade a posteriori para w, dada a amostra d, ¢ determinada pela

relacao 3.2.

Se assumirmos uma simetria a priori ao redor de 6 = 0, a simetria a posteriori
para 0 basicamente depende dos factores polinomiais definidos por os passos realizados
em cada um dos lados da barreira. Se, por exemplo, uma trajetoria com pelo menos duas
cruzes tem mais passos no lado positivo do que no lado negativo, entao a distribuicao a

posteriori esta inclinada para a esquerda, dando mais massa de probabilidade para 6 > 0.

Além disso, quando a trajetoria nao atravessa a barreira, se x; > 0, para tudo

1, entdo a distribuicdo a posteriori é assimétrica a direita, com valor modal em 6 = 1, pelo
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contrario, se z; < 0, para tudo 7, entao a distribuicdo a posteriori é assimétrica a esquerda,

com valor modal em 6 = —1.

Consideramos a priori que, 6 e 0% sdo variaveis aleatérias independentes. Para
o inverso da varidncia adotamos uma distribuicdo Gama, G(as, fs), isso devido principal-
mente ao primeiro termo na expressao de verossimilhanga (4.5), desta forma, podemos
obter um tipo de conjugacdo para 1/0*. Por outro lado, a partir da interpretacio de 6
como uma fungao linear de uma propor¢ao dada na Secao 4.0.3 e novamente para obter
uma conjugacao parcial para €, adotamos para  uma distribuigao a priori Beta em [—1,1]

com hiperparametros oy, ;.

Com isso, a densidade a priori é dada por

(0,0 (1+ ) (1 — )t <1>0‘5+1 exp (—58> 14(0,0?)
) 0_2 0_2 ) Y

e consequentemente, a densidade a posteriori pode ser escrita da seguinte forma

(6,07 | ) <;2> o5 +14n/2 exp {—012 <5s + ZZ: ;Ti(xm — xi)2> } x
x (L+0)+(1—0)" ]] (1 + bilo®) 9) x

Ctj>0 CLj(O'Q)
:Ej+1>0
bi(o?) )
X 1- - 0] .
11 ( a;(?)
ac]'+1<0

Os dois ultimos fatores mostram a dependéncia entre 0 e o2, dada pela informacio
actualizada depois de observar d, quanto mais forte a dependéncia, mais a trajetéria
permanece préxima da barreira. A medida que a trajetoria se afasta da barreira, esses

fatores convergem exponencialmente para um.

4.0.5 Consideracdes sobre o comportamento assintético de a posteriori.

Nesta secao apresentamos uma analise baseada em simulagdes sobre o compor-
tamento assintético da distribuicdo a posteriori de 8, dado ¢%, na medida que o tamanho

da amostra aumenta.

Em (LEJAY; MORDECKI; TORRES, 2014), foi alcangado um primeiro passo
em direcao a um resultado de convergéncia para o estimador de maxima verossimilhanca
(MLE). Os autores caracterizam a distribui¢ao limite sob a hipdtese nula do movimento
Browniano padrao, quer dizer § = 0, ea convergéncia esta relacionada com G-estabilidade
(ver (JACOD, 1998) para a defini¢ao e propriedades). Este tipo de convergéncia é compro-

vada para uma vizinhanca de # = 0, mas mesmo nesse caso nao é uma condicao suficiente
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para a consisténcia do estimador. Nesse sentido, (LEJAY; MORDECKI; TORRES, 2014)
¢ o unico resultado analitico sobre a convergéncia do estimador para o parametro de

assimetria 0 em o sBm.

Além disso, para o MLE, a estimativa obtida para uma sequéncia de tempos
{iT/n};, é equivalente a estimativa obtida para uma seqiiéncia de passos de tempo igual
a um. Assim, as simulagoes realizadas consideram o aumento dos tempos {1,...,n} e
fornecem suporte para a consisténcia da distribuicao posterior quando o tamanho da

amostra n aumenta, como podemos ver a seguir.
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Figura 7 — Distribuicao amostral da moda a posteriori dadas trajectérias com n passos,
n = 100, 1000, 10000 assumindo 6 = 0.

Para esta discussao, apresentamos a distribuicao da amostra simulada da moda
a posteriori, a média a posteriori, e os quartis a posteriori 0.025 e 0.975 para . Estas
distribui¢oes foram obtidas simulando dez mil trajetérias com n passos, considerando
n = 100, 1000 e 10000, para diferentes valores de § em —1 a 1. Consideramos para o
desenvolvimento das simulacées, o valor de o = 1; resultados anélogos foram obtidos para

outros valores de 2.

A Figura 7 apresenta a distribuicdo amostral da moda a posteriori de 0, a

partir de trajetorias geradas com 6 = 0.
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Em A Figura 7 observa-se também que para trajetérias com n = 100 passos, a
distribuicao amostral da moda a posteriori é trimodal, com valores modais —1, 0, 1. Essas
modas extremas ocorrem porque existe uma probabilidade positiva de que a trajetoria nao
atinja a origem, dando evidéncia para 6 = 1 se a trajetoria é principalmente positiva, e para
0 = —1, se fosse principalmente negativo. Por simetria, ambos casos ocorrem com a mesma
probabilidade, como mostrado pelas simula¢oes. Quando n aumenta, essa probabilidade
tende a zero, como podemos ver nos histogramas, para n = 1000 e n = 10000 passos, onde

a massa de probabilidade em torno de —1 e 1 quase desaparece.

mean, 100 steps mean, 1000 steps mean, 10000 steps
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Figura 8 — Média a posteriori e quartis ¢(0.025) y ¢(0.975), para trajetérias com n passos,
n = 100, 1000, 10000, assumindo 6 = 0.

A Figura 8 apresenta a distribuigdo da amostra da média a posteriori e a
distribuicio da amostra conjunta para os quantis ¢(0.025) e ¢(0.975) a posteriori. E claro
que a distribuicao da amostra da média para a posteriori esta concentrada em torno de
6 = 0 quando n cresce. Além disso, a distancia ¢(0.975) — ¢(0.025) diminui a medida que
n aumenta, mostrando que a distribuicao a posteriori se concentra assintoticamente. A

Tabela 3 mostra a média da amostra e o desvio padrao para a média e a posteriori.

A convergéncia também pode ser observada na distribuicao amostral da média

a posteriori para diferentes valores de 6, como é mostrado na Figura 9. Nos graficos, o
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n = 100 n = 1.000 n = 10.000
média (DP) média (DP) média (DP )
moda | 0.000783 (0.494) | -0.00256  (0.319) | -0.00192  (0.192)
média | 0.00565 (0.366) | -0.000689 (0.312) | -0.000387 (0.226)

Tabela 3 — Média e desvio padrao para moda e média a posteriori, assumindo que 6 = 0.

eixo horizontal representa os valores nominais para 6, desde -1 até 1. Para cada 6, as
linhas sélidas representam intervalos de credibilidade do 95% para a média a posteriori,
dependendo do niimero de cruzamentos. Em (a) com 100, (b) 1000 e (¢) 10000 passos,
a linha continua considera todas as trajetérias, a linha pontilhada mostra o mesmo
intervalo para a média a posteriori, mas considerando apenas as trajetorias que tém cinco
cruzes ou mais, e a linha segmentada, aqueles com dez cruzes ou mais com a barreira de
semipermeabilidade. O intervalo de credibilidade, para a média a posteriori, é mais preciso
quando o nimero de cruzamentos com a barreira aumenta, e, nesse sentido, é necessario
enfatizar que o nimero de cruzamentos é uma estatistica relevante para ter uma inferéncia

mais precisa sobre 6.

0.5 0.5 0.5

0.0 0.0 0.0

-0.5 -0.5 -0.5

(@) () ©

Figura 9 — Intervalo de amostragem para a média a posteriori de #, com o2 = 1, consi-

derando 0 € [—1,1] e: (a) n = 100, (b) n = 1000, (c¢) n = 10000 passos. Para
cada grafico, a linha sélida representa o 95% dos valores centrais da média a
posteriori, a linha pontilhada mostra o mesmo intervalo considerando apenas
as trajetérias que possuem cinco cruzes ou mais, e a linha segmentada, aquelas
com dez cruzes ou mais.

Podemos ver na Figura 10, que a proporcao de trajetérias positivas, sem
atravessar a barreira, ¢ maior para trajetérias com n = 100 passos, como ¢é evidenciado
pela moda a posteriori perto de 1. No entanto, essa propor¢ao diminui a medida que n

aumenta.

A Figura 11 se apresenta a distribuicao da amostra da média a posteriori,
dependendo do nimero de cruzes com a barreira semi-permeavel. E apreciada uma
diminui¢ao na variabilidade da distribuicao a posteriori a medida que o nimero de

cruzamentos aumenta.
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Figura 10 — Distribuicao da amostra da moda a posteriori, dadas as trajetorias de n passos,
n = 100, 1000, 10000 assumindo 6 = .5.

Como pode ser visto nas Figuras 7, 10 e 8, para tamanhos de amostra inferiores
a 1000, a moda a posteriori para o parametro de assimetria mostra uma distribuicao
amostral mais dispersa do que a média a posteriori. Isto significa que, em certo sentido, a
média a posteriori é um estimador mais confiavel para . Por outro lado, ambos estimadores
melhoram a medida que o nimero de cruzamentos com a barreira aumenta, e nesse sentido

a sua consisténcia é bem suportada por simulagoes, para qualquer valor de 6.

4.1 Computacao para dados

4.1.1 Dados simulados

Esta sec¢ao se descreve o procedimento seguido para obter inferéncias a posteriori,
a partir de uma unica trajetoria, as estimativas pontuais a posteriori e e-valor. Para fins
ilustrativos, considerarmos a trajetoria simulada com n = 1000 passos, a partir de um

sBm com parametros 0? = 1y 0 = 0.8, tal trajetoria ¢ apresentada na Figura 12(a).

A distribuicdo a priori considerada para 1/0* ¢ Gama [1,1] e para 6 quatro
distribuigoes a priori Beta diferentes, com parametros (o, 3;) igual a (1, 1), (0.5,0.5), (5, 1)
e (1,5). Desde que a distribui¢ao a posteriori f(w | d) tem uma forma analitica fechada,

exceto pela constante de normalizagao, a calculamos em uma grade com 141 x 40 pontos
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Figura 11 — Boxplot da distribuicao amostral da média a posteriori, considerando o
numero de cruzamentos com a barreira.

para (0,0%) em [—1,1] x [0.8,1.2]. As distribuigdes a posteriori correspondentes a cada
uma das a priori consideradas, sao representadas na figural2 em azul, rosa, ciano e verde,

respectivamente..

E possivel observar que praticamente nio existe diferenca entre as distribuigoes
a posteriori obtidas nas trés primeiras a priori. Esta falta de influéncia deve-se a grande
quantidade de passos proximos da barreira de semipermeabilidade, que fornecem, como ja
mencionado, informacao relevante sobre o parametro de assimetria #. Com a versao da
distribuigao a priori Beta(1,5), a estimativa pontual é fortemente préxima a § = —1, neste
caso, a diferenca nas estimativas para € nao passa despercebida, como podemos ver na
Tabela 4. Mesmo neste tltimo caso, o e-valor em favor da hipotese 6 = 0 ¢ insignificante,

o que também concorda com o fator Bayes.
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Figura 12 — (a) Simulagao de uma trajetéria do processo, com n = 1000 passos, para
9 = 0.8 e 0 = 1. Note que a trajetoria tende a ser mais positiva que negativa.
(b) Densidades a posteriori marginais e conjuntas para (6, o*), com distribuicdo
a priori para 6: Beta(1,1) em azul, Beta(0.5,0.5) em rosa, Beta(5,1) em ciano,
Beta(1,5) em verde. A linha vertical magenta representa a hipétese 6 = 0.

4.1.2 Real data

Sete SASL (1 macho e 6 fémeas) foram capturados em julho de 2009 e junho de
2010 na costa em frente a Calbuco (41°48’S; 73°08'W), sul do Chile. Os individuos foram
marcados com etiquetas GPS da Unidade de Investigacgao em Mamiferos Marinhos (SRDL,
por suas siglas em inglés), colados na pele dorsal. As etiquetas SRDL-GPS coletaram
dados sobre a posi¢ao dos animais, o comportamento de mergulho e a temperatura da agua.
Estes dados foram processados a bordo para calcular uma série de parametros, depois

resumidos e transmitidos através do sistema ARGOS.

Neste trabalho, modelamos os locais de viagem de alimentagao de um desses
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distribuicao a | moda a posteriori média a posteriori e-valor fator de Bayes

priori para 6 para (0,0%) para (6,0?) para § =0 contra 6§ =0
Beta(1,1) (0.74,1.01) (0.66,1.02) 0.0029 16.8
Beta(1,5) (0.56, 1.02) (0.49,1.02) 0.0224 2.55

Tabela 4 — Estimativas a posteriori para (6,0?), considerando diferentes distribuices a
priori para #, tomando uma trajetéria simulada com valores nominais 6 = 0.8
e 02 = 1. As duas tltimas colunas mostram a evidéncia em favor da hipétese
6 = 0, dadas por o e-valor e o fator de Bayes.

CHILE

,,,,,

aaaaa

Figura 13 — Localizagdo da area de alimentagao, Calbuco, Chile.

SASL (sujeito ID 96721), como exemplo de trajetéria assimétrica. Varios estudos sobre
diferentes espécies de leGes marinhos mostraram uma fidelidade as areas de alimentacao
entre individuos (veja por exemplo, (BONADONNA et al., 2001; ROBSON et al., 2004;
CALL et al., 2008)), incluido SASL na costa do Atlantico ((RIET-SAPRIZA et al., 2013;
RODRIGUEZ et al., 2013)). A fidelidade individual as dreas de alimentacao pode permitir
aos animais localizar locais produtivos de alimentagao em viagens sucessivas, o que poderia
ser uma estratégia benéfica, uma vez que confere a vantagem de reduzir os custos totais de
viagem ((ROBSON et al., 2004; RIET-SAPRIZA et al., 2013)). Com base nisso, levantamos
a hipétese de que o SASL viajara sempre para as mesmas areas de alimentagao e, portanto,

dentro do modelo proposto, 0 deve estar proximo de —1.

A maioria dos viagens de alimentagao estdo concentradas entre a colonia de
La Sebastiana e as dguas interiores da ilha de Chiloé (Figura 13). Como ¢ mostrado na
Figura 14(a) existe uma barreira fisica na latitude —41.76 que corresponde a localizacao

da colonia de ledes marinhos.
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Figura 14 — (a) Latitude de uma trajetéria de um ledo-marinho na costa de frente a
Calbuco, no sul do Chile. (b) Densidades a posteriori marginal e conjunta
para o pardmetro de assimetria 6, com distribui¢do a priori: Beta(1,1) em
azul , Beta(0.5,0.5) em rosa, Beta(5,1) em ciano, Beta(1,5) em verde. A linha
vertical magenta representa a hipétese 6 = 0.

Como no exemplo simulado, consideramos quatro distribuicoes a priori diferen-
tes para 0, Beta(ay, 3;), com (ay, B;) igual a (1, 1), (0.5,0.5), (5,1) e (1,5), representado na

Figura 14 em azul, rosa, ciano e verde, respectivamente. Também padronizamos a trajetoria

observada, dividindo todos os termos pelo desvio padrao das diferencas observadas e a

distribuicdo a priori considerada para 1/0® é Gama(1,1). As estimativas a posteriori sdo

apresentadas na Tabela 5.

A evidéncia dada pelo fator de Bayes contra H é favoravel a esta hipotese. No

entanto, considerando a regra de decisao (3.6) e uma distribui¢do a priori uniforme para 6,
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a priori | moda a posteriori média a posteriori
para 0 para (0, 0?) para (0, 0%)
Beta(1,1) (—0.13,0.99) (—0.11,1.00)
Beta(5,1) (0.04,0.99) (0.04, 1.00)
Beta(1,5) (—0.26,0.99) (—0.23,1.00)
a priori e-valor  fator de Bayes P(# <0]d)
para # | paraf =0 contraf =0
Beta(1,1) 0.656 0.394 0.648
Beta(5,1) 0.876 0.283 0.424
Beta(1,5) 0.355 0.404 0.799

Tabela 5 — Estimativas a posteriori para (6,0?), considerando diferentes distribuices a
priori para 6, para a trajetoria SAL observada. As ultimas trés colunas mostram
a evidéncia em favor da hipotese # = 0, dada pelo e-valor, o fator de Bayes e a
probabilidade a posteriori de 8 < 0.

devemos tomar a decisao de rejeitar H se e somente se,

2 1
0.656(wy + ¢) < wy + ¢ <= gwo < wp + gc, aproximadamente.

Em outras palavras, se temos, por exemplo w; ~ ¢, e o custo do erro de tipo II é pelo

menos a metade do custo do erro tipo I, entao H deve ser rejeitada.

Além disso, as probabilidades P(# < 0| d) > 0.4, para as diferentes distribui-
¢oes a priori, indicam que é provavel que o sujeito nem sempre viaje para a mesma area de
alimentagdo, mas em vez disso algumas de suas viagens foram para latitudes mais baixas.
Biologicamente, pelo menos trés explicacoes diferentes, ndao excludentes mutuamente,
poderia explicar por que o SASL se move para diferentes areas de alimentagao. Primeiro,
as presas podem mudar de localizacao devido a variagoes nas caracteristicas oceanograficas,
forgando os predadores a mudar suas dreas de alimentagdo. (FRIEDLAENDER et al.,
2006). Segundo, os individuos geralmente segregam e mudam seus locais de alimentagao
para diminuir a competigdo por recursos ((LEUNG et al., 2012)). Finalmente, SASL
¢é considerado um predador generalista, o que significa que consome diferentes espécies
como presa, (CAPPOZZO; PERRIN, ). Portanto, se a abundancia e a disponibilidade de
presas diminuem em uma determinada area de alimentacao, o individuo pode apresentar
plasticidade comportamental deixando a area para se alimentar em um lugar diferente ou
procurar presas diferentes ((SIGLER et al., 2009)).
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5 Estimadores bayesianos para el FATGBM

A estimativa dos parametros da distribuicao do tipo G é uma tarefa dificil,
(BROWNE; MCNICHOLAS, 2015), esta dificuldade estd em na forma da funcao de
verossimilhanca com relagao aos parametros. Estda documentado que os métodos de
otimizacao padrao nao resolvem o problema de inferéncia, em particular ao estimar todos
os parametros do modelo (BARNDORFF-NIELSEN; BLAESILD, 1981). Tem havido
consideravel contribuigoes a este respeito, por exemplo, (BLAESILD; SORENSEN, 1992)
propoe o algoritmo “ Hyp ” para estimar os parametros apenas para o caso A = 1, no
entanto, o método tem um alto custo computacional, (EBERLEIN; PRAUSE, 2002). Por
outro lado (PROTASSOV, 2004) usa o algoritmo EM e realiza a estimativa dos pardmetros
apenas para o caso A = —1/2. A estimacao dos pardmetros sob a abordagem Bayesiana,
de acordo com a bibliografia vista até o momento, foi feita apenas na distribuicao NIG
(Normal Inverse Gaussian), (LILLEST@L, 2000) , (KARLIS; LILLESTOL, 2004).

Neste capitulo estamos interessados na implementacao do ABC-PMC, para os
modelos apresentados na se¢ao 2.4, considerando um subordinado 7; distribuido Gama
com parametros ag e 3y, ambos conhecidos. Os analises desenvolvidos sao baseadas em

um conjunto de simulagoes do modelo.

5.1 Formulacao do Modelo

O processo FATGBM com pardmetro w = (6,0) € R x R* definido em 2.11,
para tudo ¢ € [0, T], tem densidade marginal definida em 2.15, e representada nas Figuras

15 e 16 para diferentes configuragoes de pardmetros.

5.1.1 Simulacdes

Existem varios métodos de simulacao de um processo estocéstico tipo G, neste
trabalho as simulagoes serao realizadas através de processos estocasticos com incrementos
reais e independentes, tendo em conta que também depende da medida de probabilidade

do processo T; dada na equacao 2.11.

O problema subjacente é que o vetor T nao é observado, mas como a distribuicao
do processo nao depende de w, e os parametros dos quais depende sao conhecidos o =
0.5 = 3, é possivel realizar simulacoes do processo T, e obter resultados dos métodos ABC

proposto. No entanto, o estimador nao é fixo e, obviamente, depende do vetor simulado T
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Figura 15 — O kernel de transigdo, variando o parametro de assimetria 6, com t = 1 e
o=1

5.1.2 Configuracao de distribuicdo a priori

A implementagao do Algoritmo C exige a abordagem de trés questoes impor-
tantes: a selecao das distribuicoes a priori para os parametros envolvidos no modelo, o
kernel de transicao associado aos pesos e os estatisticos de resumo.

As distribuic¢oes a priori foram consideradas independentes, isto é,
(6, 0%)ocy(0) - mo(0?), (5.1)

onde 71(-) é uma distribuicdo normal com hiperparametros iy = 0, 05 = 2 e mo(:) é
uma distribui¢do gama com hiperparametros ag = 2 e Sy = 3. Em relagdo ao kernel de
transi¢do para o método ABC-PMC, K,(-|]v) sera considerado como a densidade Normal
com parametros v e 0.1. Além disso, foi estudado o desempenho de 6 combinagoes de
estatisticos de resumo que, a priori, tém informacgoes sobre os parametros do modelo, As
medidas de resumo sdo apresentadas na Tabela 6. A selecdo é a combinacao que gera os

melhores resultados ao combinar o Algoritmo A e os critérios descritos na secao 3.3.

Para estudar o comportamento do estimador bayesiano proposto para o modelo
2.10, foram realizadas simulac¢oes com diferentes configuragoes de parametros 6 e o. O

parametro de localizacao p é fixado em US 0 e nao serd estimado. Um total de trés
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Figura 16 — O kernel de transicao, variando o parametro de escala o, comt =1e 6 = 0.

0 o
Terceiro momento Coeficiente de variacao
Coeficiente de assimetria de Fisher Desvio padrao

Coeficiente de assimetria de Pearson

Tabela 6 — Estatisticos usados para avaliar a suficiéncia.

especificagoes para os parametros foram investigados. As combinagoes sao identificadas

como modelos na Tabela 7.

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3
0 -5 1 .5
o 1 1 1

Tabela 7 — Configuragdo de parametros do modelo.

Para avaliar as propriedades do Algoritmo C e sua eficiéncia na estimativa das
distribuicoes a posteriori de 6 y o foram geradas 500 amostras de 1000 observacoes, de cada
modelo, utilizando R ((R Core Team, 2013)). Para todas as réplicas do modelo foi calculada

a média e moda a posteriori, o que serd denotado por (Gpmean, Omean) € (Omode, Fmode)

respectivamente. Finalmente, para medir o desempenho de ambos os estimadores, usamos:
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o desvio padrao (SE), erro absoluto AB e a raiz quadrada do erro quadrado médio, os

ultimos definidos respectivamente como:

1 1&
AB =-N"16; -0 VMSE = |- $'(6; — 0)2.
”;_1| |y ”;_1( )

O valor v M SFE fornece alguma informacao sobre o viés do método quando é comparado

com o desvio padrao (SE).

5.1.3 Resultados

Os resultados do AB e M SFE para os estimadores propostos sdo apresentados

na Tabela 8, tomando apenas a distribuicao a posteriori gerada na tultima iteragao do

Algoritmo C para fazer as comparagoes.

Model M1 M2 M3
Orean AB 0.1215 0.0603 0.0974
MSE  0.0274 0.0067 0.0154
Oose  AB 01277 0.0671 0.1288
MSE  0.0292 0.0077 0.0289
Gmeam  AB 0.0766 0.0675 0.0736
MSE  0.0097 0.0073 0.0091
Gmode  AB 0.1137 0.0570 0.1151
MSE  0.0335 0.0052 0.0344

Tabela 8 — Resultado de AB e M SFE para os estimadores média e moda a posteriori.

A partir da Tabela 8 pode-se observar que a média e a moda a posteriori

produzem resultados semelhantes para as estimativas 6. No entanto, a média a posteriori

produz melhores resultados para a estimacao de o, em relacao ao AB e MSE.

As Tabelas 9, 10 e 11 mostram a média (SM) e desvio padrao (EP) da média

a posteriori, para cada modelo considerado. O vetor de tolerancia considerado é €

(2,1,.5,.1).
€=2 e=1 e=0.5 e=0.1
SM (SE) SM (SE) SM (SE ) SM (SE)
-0.4083 (0.182) | -0.5434 (0.130) | -0.6083 ( 0.122) | -0.5998 (0.083)
6| 0.7261 (0.181) | 0.8233 (0.135) | 0.8208 (0.096) | 0.9650 (0.092)

Tabela 9 — Média e desvio padrao da amostra para a média a posteriori, dependendo do

vetor de tolerancias e assumindo que § = —.5 e 0% = 1.



Capitulo 5.  Estimadores bayesianos para el FATGBM 71

€= 2 e=1 e=10.5 e=0.1
SM (SE) SM (SE) SM (SE) SM (SE)
-0.0002 ( 0.131) | 0.0017 (0.119) | -0.0012 (0.112) | 0.0006 (0.084)
0.6220  (0.134) | 0.5772 (0.114) | 0.4961 (0.091) | 1.0526 (0.067)

Q

Tabela 10 — Média e desvio padrao da amostra para a média a posteriori, dependendo do
vetor de tolerancias e assumindo que # = 0 e 0% = 1.

€= 2 e=1 e=0.5 e=20.1
SM (SE) SM (SE) SM (SE ) SM (SE)
0.4143 (0.221) | 0.5470 (0.164) | 0.6012 (0.121) | 0.5725 (0.104)
g 10.9444 (0.181) | 0.8223 (0.154) | 0.8227 (0.113) | 0.9688 (0.091)

Tabela 11 — Média e desvio padrao da amostra para a média a posteriori, dependendo do
vetor de tolerancias e assumindo que § = 0 e o = 1.

| média (SE) | média  (SE) | média (SE)

Omean | -0.6016 (0.137) [ -0.0004 (0.088) | 0.6043 (0.134)
mean | 0.9116  (0.160) | 1.0291 (0.066) | 0.9090 (0.161)

Tabela 12 — Média e desvio padrao da amostra para a moda a posteriori, assumindo que
e = 0.1 e todas as configuracoes de parametros.

Por espaco e simplicidade, apenas os resultados das simulagoes consideradas

mais relevantes sao apresentados em tabelas.

Nas Figuras 17 e 18, as médias a posteriori de w = (#, o) sao incluidas para as
réplicas dos Modelos 2 e 3, considerando o vetor de tolerdncias e. E claro a partir deles e
das Tabelas 9, 10 e 11 que a variabilidade nao é uma constante nas diferentes iteragoes.

De fato, essa variabilidade diminui a medida que ¢ diminui.

A Figura 19 mostra as modas a posteriori conjuntas resultantes de cada réplica
dos Modelos 1, 2 e 3, considerando a tltima iteracao do Algoritmo C. Nelas, observa-se
maior variabilidade e presenca de atipicos, especialmente para o Modelos 1 e 3, resultado

que ¢é corroborado pela Tabela 12.
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Figura 17 — Média a posteriori conjunta de (0, o), dependendo do vetor de tolerancia € e
assumindo § = 0 e 0* = 1
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Figura 18 — Média a posteriori conjunta de (6, o), dependendo do vetor de tolerancia € e
assumindo § = 5 e 0? =1
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6 Consideracoes Finais

6.0.1 Resultados sBm

Em um problema de sele¢ao de modelos, alguns aspectos devem ser levados em
conta, como consideragoes tedricas sobre a problematica em si ou a experiéncia passada. A
amostra observada pode fornecer informagoes sobre o modelo, principalmente se existirem
cruzamentos através da barreira, sin embargo, consideraciones adicionales son necesarias

para escoger el sBm como un modelo adecuado para un problema especifico.

Do ponto de vista da estimagao, como pode ser visto nas Figuras 7 e 10, para
amostras com tamanho menor que 1000, a moda a posteriori e, em particular, o estimador
de maxima verossimilhanga para o parametro de assimetria apresentam distribuicao

amostral com maior dispersao que a média a posteriori.

Isso faz que, em certo sentido, a média a posteriori seja uma estimativa mais
confiavel para 6. Por outro lado, ambos estimadores sdo melhoradas quando o niimero de
cruzamentos aumenta na amostra, e nesse sentido a sua consisténcia é apoiada por meio

das simulacoes.

Uma possivel generalizacao deste problema é considerar que, em cada lado da
barreira de semipermeabilidade Una posible generalizacion de este problema es considerar
que, en cada lado de la barrera de semipermeabilidad, os valores para o parametro de
volatilidade sdo diferentes, o7 e 05, permitindo assim diferentes dindmicas dependendo
da barreira de semipermeabilidade. Neste espaco paramétrico expandido, a metodologia
proposta também pode ser aplicada. Levando em conta essa parametrizacao, obtemos uma
hipdtese precisa que estabelece que essas difusdes tém o mesmo valor que o parametro
Jf = Ug, cuja evidéncia pode ser medida pelo e-valor, por exemplo. Outra possivel extensao
consiste em considerar mais de uma barreira e varios processos de difusao entre elas, ou até
mais, considerando uma barreira dependente do tempo, problemas de modelos dinamicos

subjacentes.

A analise proposta aqui poderia ser usada para modelar mudangas comporta-
mentais em predadores, como mamiferos marinhos. Compreender os habitos de alimentacao
de animais e como isso varia temporalmente e espacialmente pode ser um indicador de
eventos ecossistémicos, e liga as mudangas na dindmica dos predadores e presa com a

variabilidade ambiental.
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6.0.2 Resultados FATGBM

A classe de algoritmos ABC apresentada ¢é ideal no contexto em que a funcao
de verossimilhanca ¢é analiticamente intratavel. O método proposto parece ser eficiente
quando comparado aos principais procedimentos classicos de estimativa encontrados na
literatura. Neste caso, a eficiéncia foi verificada apenas no contexto de dados simulados e
com uma unica configuracao do processo subordinado. No entanto, isso pode ser facilmente

estendido para outras configuracoes de ruido subordinadas.

Do ponto de vista da estimativa, como pode ser visto nas Figuras 19, a moda
a posteriori para o parametro variabilidade apresenta distribuicdo amostral com maior
dispersao que as médias a posteriori, principalmente nos Modelos 1 e 3. Isso implica que,

em certo sentido, a média a posteriori é um estimador mais confidvel para o..

Uma possivel generalizacao deste problema é considerar que, varias estruturas

para o vetor T, e fazer as estimativas dos parametros no modelo completo.
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ANEXO A - C(Cddigos fonte

Os cédigos-fonte a seguir sao feitos na linguagem R,

A.0.1 Metropolis
Metropolis-Hastings
prior t ~ Beta(ath,bth)

prior v ~ invGamma (as,bs)

data = data sample

H OH OH H H H

1p0,th0,v0 = initial state (posterior mode in grade =

MHskewO (vdata) )

# el, e2 - step sizes in MCMC

# N - sample size MCMC

MHskewl <- function(ath,bth,as,bs,data,lp0,th0,v0,el,e2,N){

skewMHth<-numeric (0) ; skewMHv<-numeric (0) ; skewMHlpost <-numeric
(0);

skewMHth [1] <- thO;

skewMHv [1] <- vO;

skewMHlpost [1] <- 1pO;

cont <- 1

for (i in 1:N){

RO <- skewMHlpost[i];

thO0i <- skewMHth[i]; vO0i <- skewMHv[i];

epsth <- runif(l,-el,el);

thpot <- thOi+epsth

thl <- ifelse(thpot< -1,-2-thpot,ifelse(thpot> 1,2-thpot,
thpot));

epsv <- runif(1l,-e2,e2);

vpot <- vOi+epsv;

vl <- ifelse(vpot>0,vpot,v0i-epsv);

R1 <- lposteriorskew(thl,vl,ath,bth,as,bs,data)

u <- loglO(runif (1));

alph <- R1-RO;

if (is.finite(alph) && alph >= u){

skewMHth [i+1] <- thil;

skewMHv [i+1] <- v1;
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skewMHlpost [i+1] <- R1;
cont <- cont+1;

}

elsed

skewMHth [i+1] <- thOi;
skewMHv [i+1] <- vO0i;
skewMHlpost [i+1] <- RO;
}

}

psample <- cbind(skewMHth, skewMHv , skewMHlpost) ;

list (psample,cont/N)
}

HHHHAHA RS RS HA RS RS RS HS RS AR RS RS RS RS RS H

# e-valor
i

evalue <- function(th,v,1lp,h0){

d0 <- abs(th-h0)

g5 <- quantile(d0O,probs=.05,na.rm=TRUE)
mhO0 <- max (lp[which(d0<qg5)],0,na.rm=T)
1-length (which (1p>mh0))/length (th)

abc.pmc <- function(npart,niter ,mu,sigma_nor ,b parexp,y,eps,sig

}
A.0.2 ABC
# ABC-PRC
#
,the) {

if (length(eps) != niter)stop("eps errado")

if(niter < 20)nscore <-

else nscore <- 20

parameterEstimating <- array(dim=c(nscore,npart,2))
p-historyt <- matrix(nrow=nscore,ncol=npart)
p-history <- matrix (nrow=nscore ,ncol=npart)

pt <- round(seq(l,niter,length=nscore))

nsamp <- length(y)
yrho <- rho (y)

vl <- rnorm(npart,mu,sigma_nor)

wtvec <- rep(1l,npart)
k <- 1
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for(j in 1l:niter){{

vx <- numeric (0)

while (T){

vv <- sample(vl,100*npart,replace=T,prob=wtvec)#,prob=wtvec
ssvec <- lapply(lapply(vv,simtheta,sigma=sig),rho)
ind <- sqrt((as.numeric(ssvec) - yrho)~2) <= eps[j]~2
if (sum(ind) == 0)next;

vx <- c(vx,vv[ind])

if (length(vx) >= npart){

vx <- vx[l:npart]

break;

}

}

if (pt[k] == j){

p-historytl[k,] <- vx;

k <- k+1

}

aux=wtvec

dem=numeric (0)

vl <- vx + rnorm(npart,0,sqrt(.1))

for(jj in 1: npart){

for(l in 1: npart){
dem[l]=aux[l]*dnorm(vx[1],v1i[1l],sqrt(.1))

}

wtvec[jj] <- dnorm(v1i[jj],mu,sigma _nor)/sum(dem)

}

}

parameterEstimating[,,1] <- t(p.historyt)}

ysd <- var(y)

vl <- rexp(npart,parexp)

wtvec <- rep(1l,npart)

k <- 1

for(j in 1:niter){{

vx <- numeric (0)

while (T){

vv <- sample(vl,100*npart,replace=T,prob=wtvec)#,prob=wtvec
ssvec <- lapply(lapply(vv,simsigma,theta=the), var)
ind <- sqrt((as.numeric(ssvec) - ysd)~2) <= eps[j]~2

if (sum(ind) == 0)next;
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vx <- c(vx,vv[ind])

if (length(vx) >= npart){
vx <- vx[l:npart]

break;

}

}

if (pt[k] == j){
p.-historyl[k,] <- vx;

k <- k+1

}

aux=wtvec

dem=numeric (0)

vl <- vx + rnorm(npart,0,sqrt(.1))

vl <- abs(v1)

for(jj in 1: npart){

for(l in 1: npart){
dem[l]=aux[1l]*dnorm(vx[1],v1i[1],sqrt(.1))
}

wtvec[jj] <- dexp(v1i[jjl,parexp)/sum(dem)
}

}

parameterEstimating[,,2] <-t(p.history)}

parameterEstimating

}
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