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Resumo

Este trabalho de dissertagao apresenta uma metodologia que permite analisar a dependéncia
entre duas variaveis aleatérias usando a tedria de copulas como ferramenta. O objetivo
principal é conseguir explicar ao leitor de forma pratica, através de um exemplo aplicado,
como implementar a analise Bayesiana para estimar uma coépula num contexto onde
0 objetivo é, dado um conjunto de copulas candidatas, selecionar aquela que é a mais
adequada para o nosso problema de interesse. Para isto, apresentamos inicialmente dois
capitulos dedicados a teoria e os conceitos de copula e da analise bayesiana para depois
descrever a metodologia que vai nos permitir determinar uma cépula 6tima em qualquer
cenario. Finalmente fazemos uso de dados do Vestibular da Unicamp para mostrar passo a

passo como implementar tal metodologia.

Palavras-chave: Copulas, Inferéncia Bayesiana, Dependéncia, Vestibular UNICAMP.



Abstract

This dissertation is focused on presenting a methodology to analyze the dependence
between two random variables using the copula theory. The main purpose is to explain in
a practical way using an example application, how to implement Bayesian analysis to fit a
copula in a context where the goal is, given a set of candidates, select the one that is most
appropriate for our problem of interest. For this, initially we present two chapters devoted
to theoretical contextualization of copula theory and concepts of Bayesian analysis. Then
describe the methodology that will allow us to determine a great copula in any scenario.
Finally we use of Unicamp Vestibular data to show step by step how to implement this

methodology.

Keywords: latex. Copulas, Bayesian Inference, Dependence, Vestibular UNICAMP.
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Introducao

O estudo da dependéncia entre duas ou mais variaveis é um dos aspectos
mais interessantes da analise estatistica, pois nos permite estabelecer relagoes e realizar

inferéncias que contribuam para, por exemplo, melhorar um processo.

Para realizar uma analise desse tipo, existe uma ferramenta que surge a partir
de um teorema enunciado por [Sklar, 1959], onde usa-se pela primeira vez a palavra cdpula
para definir uma classe de fungdes a partir das quais pode-se escrever a expressao da funcao
de distribuicao conjunta de certas variaveis em termos de suas marginais. Estas copulas tém
sido amplamente usadas na andlise empirica de dados multivariados em diferentes areas,
incluindo a anélise de sobrevivencia ( [Clayton, 1978]; [Oakes, 1989]), ciéncias atuariais
( [Frees and Valdez, 1998]), marketing ( [Danaher and Smith, 2011}), estatistica médica
( [Lambert and Vandenhende, 2002] ; [Nikoloulopoulos and Karlis, 2008]) e econometria
( [Smith, 2000]; [Patton, 2006]), entre outras.

Uma das maiores vantagens desta funcao cépula é que, dada a relagao que
tem com a funcao de distribui¢ao conjunta, o estudo das probabilidades conjuntas, de
duas variaveis pode-se reduzir ao estudo da cépula associada a elas. Isto ¢ uma vantagem
porque, na pratica, as vezes achar a fungao de distribui¢do conjunta é um problema de alta
complexidade, e se 0 nosso objetivo é apenas analisar dependéncia, as copulas vao nos dar
toda a informacdo que precisamos sem necessidade de conhecer a forma da distribuicao. E

por isso que sao conhecidas também como funcoes de dependéncia.

Como ja foi acima mencionado, as cépulas sao fungoes, mas as vezes quando
falamos de cépula na verdade estamos nos referindo a uma familias de copulas, que sao
conjuntos de fungdes que tém a mesma expressao matematica geral, e no caso das copulas
paramétricas, sao indexadas por parametros. Para encontrar uma cépula adequada para
um par de varidveis dentro de uma familia paramétrica de copulas, o processo se reduz
a um problema de estimacao, e uma das alternativas para abordar este problema é usar
inferéncia Bayesiana, como fazem [Huard et al., 2006], que sugerem um método para
selecionar entre diferentes copulas bivariadas; [dos Santos Silva and Lopes, 2008], que
usam métodos Markov Chain Monte Carlo (MCMC) para estimar fungoes copula de
poucos parametros; [Smith, 2011], que apresenta abordagens Bayesianas para diferentes
copulas; [Ferndndez et al., 2014], que trabalham o problema das distribui¢oes conjugadas,

apenas para citar alguns exemplos.

O objetivo principal nesta dissertacgao, é estudar o ajuste bayesiano para copulas
bivariadas como ferramenta de andlise de dependéncia. Para isso, vamos estabelecer

uma metodologia para selecionar a melhor cépula para um par especifico de variaveis e
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posteriormente aplicd-la a um conjunto de dados.

Para nossa aplicacao, vamos trabalhar um problema relacionado com o processo
de selecao através do qual ingressam os estudantes de graduacgao a Universidade Estadual
de Campinas (UNICAMP). Este processo estd baseado na prova de Vestibular, que é
composto de duas fases de qualificagdo. A primeira consiste em uma prova de alternativas
de conhecimentos gerais em diferentes disciplinas e a partir dela se decide se o candidato
continua para a préxima fase. A segunda fase consiste em varias provas escritas, uma por
area, onde o aluno deve demonstrar seu conhecimento especifico em cada area. A partir de
todas as provas, tanto da primeira quanto da segunda fase, é contruido um tnico indicador

a partir do qual os candidatos sao selecionados.

O nosso interesse com este problema, é estudar a relacao existente entre o
rendimento dos alunos que ingressam nos cursos pertencentes a area de Exatas e Engenharia
em cada fase do Vestibular e dois indicadores de rendimento no primeiro semestre: o
Coeficiente de Rendimento (CR) que detalharemos no Capitulo 4, e a nota obtida na
disciplina MA111-Célculo I, que é uma das mais importantes para a maioria dos cursos
analisados. Com este estudo, pretendemos identificar aquelas provas do Vestibular que
estao mais relacionadas com o desempenho do aluno no primeiro semestre e especificamente
com a disciplina MA111-Célculo 1.

Esta dissertacao é composta por cinco capitulos. O Capitulo 1 esta dedicado ao
estudo das copulas, isto é, defini¢oes, teoremas, propriedades, métodos de construcao. No
Capitulo 2, encontramos todos os conceitos importantes sobre inferéncia Bayesiana, como
estimagao, teste de hipdteses, distribuicao preditiva e simulacao. Os Capitulos 3 e 4 estao
dedicados a metodologia e a aplicagdo da mesma. Finalmente no Capitulo 5, encontramos

as conclusoes finais e sugestoes para trabalhos futuros.
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1 Copulas e variaveis aleatorias

Incialmente podemos definir uma cépula como uma func¢ao de distribuicao
multivariada cujas marginais unidimensionais sdo uniformes no intervalo [0,1]. Esta
definicdo é natural, se a copula é obtida a partir de uma distribuicao multivariada
continua, onde a copula é a distribuicao multivariada original com marginais univariadas

transformadas.

A ideia de uma funcao que caracterize a estrutura de dependéncia entre dife-
rentes variaveis aleatérias vem dos trabalhos de Hoeffding de 1940-1948, [Hoeffding, 2012],
que definiu uma classe de distribui¢oes bivariadas padronizadas cujo suporte ¢ o quadrado
[—1/2,1/2] e cujas marginais sdo uniformes também nesse intervalo. Segundo [Schweizer,
1991], se Hoeffding tivesse usado como dominio para sua definigdo o quadrado [0, 1] seria
ele o precursor da teoria das cépulas. Mas foi Abe Sklar quem, em 1959, usou o termo
copula para definir fungoes que ligam funcoes de distribuicao multivariadas com suas
marginais unidimensionais. O antecessor mais direto de Sklar foi o trabalho de Ferén
en 1956, que realizou um estudo sobre distribuigoes tridimensionais onde definia fungoes
auxiliares, de dominio no quadrado [0, 1], que permitiam ligar tais distribui¢des com suas
marginais univariadas. A partir dai Sklar estabelece o teorema que leva seu nome e que

constitui a pedra angular de uma teoria que se torna amplamente trabalhada.

1.1 Conceitos basicos

O objetivo principal desta primeira se¢ao é definir copula. Para isto, precisamos
de alguns conceitos e propriedades adicionais, assim como estabelecer a notagao que

utilizaremos nas segoes posteriores. Esta se¢ao estd baseada no livro de [Nelsen, 2013].

Seja R a reta real, (—o0,), R a reta real estendida, [—o0,0], e R? o
plano estendido, R x R. Um retangulo em R? é o produto cartesiano de dois interva-
los fechados: B = [z1, 23] X [y1,y2]. Os vértices de um retdngulo em B sdo os pontos
(z1,91), (x1,92) , (22, 91) e (T2, y2). O quadrado unitario I? é o produto I x I, com I = [0, 1].
Consideramos funcoes reais bivariadas H cujo dominio, DomH, é um subconjunto de R?,

e cuja imagem, RanH, ¢ um subconjunto de R.

Definicdo 1.1. Sejam Si e S, subconjuntos ndo vazios de R e seja H uma funcdo real
bivariada tal que DomH = Sy x Sy. Seja B = [z, x2] X [y1,y2] um retangulo tal que todos

0s seus vértices pertencem ao dominio DomH . Entao o H-volume de B é dado por,

VH(B) = H($27y2) - H(l'z,yl) - H($172/2) + H(ﬂﬁl,yl)- (1-1)
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Defini¢ao 1.2. Uma fungao real bivariada H é 2-crescente se Vg (B) = 0 para todos os

retangulos B cujos vértices estao dentro do dominio DomH .

Note que dizer que H é 2-crescente nao implica necessariamente que H € ndo

decrescente em cada argumento, como vemos nos seguintes exemplos.

Exemplo 1.1. Seja H uma fungdo definida em I* por H(x,y) = max(z,y). Entdo H ¢é

uma fungio ndo decrescente de x ey, no entanto, dado que Vi (I*) = —1, H é 2-crescente.

Exemplo 1.2. Seja H a funcio definida em I* por H(z,y) = (2v —1)(2y — 1). Entdo H
¢ 2-crescente, no entanto, € uma fungio decrescente de x para cada y em (0,0.5) e uma

fungao decrescente de y para cada x em (0,0.5).

Os seguintes dois lemas serao tteis para estabelecer a continuidade de subco-

pulas e copulas em segOes posteriores.

Lema 1.1. Sejam S; e Sy subconjuntos nio vazios de R, e seja H uma fungio 2-crescente
com dominio S1 x Sy. Sejam x1, x5 € S, com 11 < x9, € sejam y1,ys € So, com y; < Yo.
Entao a funcao t — H(t,y2) — H(t,y1) € ndo decrescente em Sy e a fungdo t — H(xs,t) —

H(zy,t) € ndo decrescente em Ss.

Se supomos que S7 e Sy tém menor elemento a; e ay respectivamente, dizemos
que uma fungdo H : S; x Sy — R é aplainada se H(z,a2) = 0 = H(ay,y) para todo (z,y)

em Sl X SQ.

Lema 1.2. Seja S, wm subconjunto ndo vazio de R e seja H uma fungio 2-crescente

aplainada com dominio em Sy x Sy. Entao H € ndo decrescente em cada argumento.

Se supomos que S; e Sy tém maior elemento by e by respectivamente, entao
dizemos que uma funcao H : S; x Sy — R tem marginais, denotadas como F' e GG, dadas

por:

DomF = Sy,e F(x) = H(x,bs) para todox € Sy,
DomG = Sy, e G(y) = H(by,y) para todoy € Ss.

Exemplo 1.3. Seja H a fung¢do com dominio [—1,1] x |0,] dada por:

(x +1)(e? = 1)
T+ 2e¥ — 1

H(z,y) =

Entio H ¢é aplainada porque H(z,0) = 0 e H(—1,y) = 0, com marginais F(x) =
H(z,0)=(r+1)/2eGly) =H(l,y)=1—¢€".
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Lema 1.3. Sejam Sy e Sy subconjuntos ndo vazios de R e seja H uma funcio aplainada
2-crescente com marginais cujo dominio € S; x Sy. Sejam (x1,y1) e (xa,y2) dois pontos

quaisquer em Sy X Sy. Entao:
|H (22, 42) — H(z1,91)| < |F(22) = Fa1)] +[G(y2) — Glyn)] (1.2)
Demonstracao. Da desigualdade triangular, temos

|H(z2,y2) — H(x1,y1)| < |H(22,12) — H(x1,y2)| + [H (21, y2) — H(z1,91)|

Agora suponha que z; < z9. Dado que H é 2-crescente e tem marginais, pelos Lemas 1.1
e 1.3 podemos escrever 0 < H(z2,y2) — H(x1,y2) < F(x2) — F(x1). Uma desigualdade
analoga se consegue quando x5 < x1. Dal segue que para qualquer xq,x9 € Sy, |H (22, y2) —
H(z1,y2)| < |F(x2) — F(21)|. Similarmente para cada yi,ys € So, |H(x1,y2) — H(x —
Lyl <|G(y2) = Gu)|. O

Tendo ja definidos os conceitos preliminares mais importantes, vamos nos focar

na definicao de copula.

Defini¢ao 1.3. Uma subcdpula bidimensional é uma funcio C' com as sequintes proprie-

dades:

1. DomC" = S; x Sy onde S; e Sy sio subconjuntos de I contendo 0 e 1.
2. C" € aplainada e 2-crescente.

3. Para todo u € Sy e todove Sy, C'(u,1) =u e C'(1,v) = v.

Note que para todo (u,v) € DomC" vale que 0 < C'(u,v) < 1, e que RanC"’ é

também subconjunto de I = [0, 1].

Definicdo 1.4. Uma copula bidimensional é uma fungio C : I* — I com as sequintes

propriedades:
1. Para todos u,v e I, C(u,0) =0=C(0,v) e C(u,1) =u e C(1,v) = v.
2. Para todos uy,us,v1,v9 € I tais que uy < ug e v < Vg,

C(ug,ve) — Clug,v1) — C(uy,ve) + Clug,v1) = 0 (1.3)

Assim, muitas das propriedades importantes das copulas sdo na verdade pro-
priedades das subcépulas. Inicialmente esta diferenca parece menor, mas vai ser muito
importante na hora de falar sobre o Teorema de Sklar, que permite caraterizar a relacao

entre uma funcao cépula e uma funcao de distribuicao.
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Teorema 1.1. Seja C' uma subcdpula. Entio para cada (u,v) € Dom(C':
max(u+0v —1,0) < C'(u,v) < min(u,v). (1.4)

Demonstragio. Seja (u,v) um ponto arbitrario em DomC’. Agora C'(u,v) < C'(u,1) = u
e C'(u,v) < C'(1,v) = v pelo que C'(u,v) < min(u,v). Além disso, Ve ([u, 1] x [v,1]) <0
implica que C'(u,v) = 0 pelo que C’(u,v) = maz(u + v —1,0). O

Dado que toda copula é uma subcopula, a desigualdade do Teorema 1.1 ¢ valida
também para as copulas. De fato, os limitantes dessa desigualdade sao eles mesmos copulas
e sao denotados normalmente M (u,v) = min(u,v) e W (u,v) = max(u + v — 1,0). Assim,

para toda coépula C e cada (u,v) € I*:

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v). (1.5)

Essa desigualdade é a versao para copulas da desigualdade de Fréchet-Hoeffding
( [Frechét, 1951] e [Hoeffding, 1940]) e por causa disso W (u,v) e M(u,v) sdo chamadas de

cota inferior e superior de Fréchet-Hoeffding, respectivamente.

Uma terceira copula importante que frequentemente encontramos é a copula
produto IT(u, v) = uv. A Figura 1 exibe os graficos de superficie destas copulas importantes,
W, M e Il

Copula W Copula P Copula M

10 0.0 10 00

Figura 1 — Gréficos de superficie das cépulas W, IT e M.

O seguinte Teorema, que é consequéncia imediata do Lema 1.3, estabelece a

continuidade das subcopulas e portanto das copulas, usando uma condi¢ao de Lipschitz.
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Teorema 1.2. Seja C' uma subcdpula, entio para todo (uy,uz), (v1,v9) € DomC’,
| C/(UQ,UQ) - C"(ul,vl) | < | Ug — U1 | + | Vg — U1 | . (16)
Com isto, C' é uniformemente continua no seu dominio.

Defini¢ao 1.5. Sejam C' uma cépula e a € I = [0,1]. A secao horizontal de C' em a
¢ a funcio C., : I — I dada port — C(t,a); a se¢ao vertical de C' em a € a fungio
Co. 1 — 1, dada port — C(a,t) e a segio diagonal de C é a fungao dc: I — I definida
por d¢ = C(t,1).

Segéo Horizontal C(u,2)=2u Secéo Vertical C(2,v)=2v Segdo Diagonal C(tt)=tt

5
5
08 1.0

cu2)
L
c2y)

Citt)

04

0.2

00
L
00
L
00

0.0 0.2 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08

Figura 2 — Graficos de segbes horizontal, vertical e diagonal da cépula C(u,v) = II(u,v).

Corolario 1.1. As secoes horizontal, vertical e diagonal de uma copula C sdo ndo-

decrescentes e uniformemente continuas em I.
As se¢oes de uma copula vao ser muito tteis para construir copulas com certas
carateristicas desejadas, como algumas propriedades de dependéncia condicional.

Para terminar esta secdo, vamos apresentar dois resultados referentes as deriva-

das parciais de uma fung¢ao cépula.

Teorema 1.3. Seja C' uma copula. Para qualquer v € I = [0,1], a derivada parcial

oC
a—(u,v) existe para quase todo u. Para cada (u,v),
u
oC
. . . oC .
Similarmente, para cada u € I, a derivada parcial a—(u,v) existe para quase todo v. Para
v
cada (u,v),
oC
L . C . . .
Além disso, as fungoes u — —(u,v) e v — —(u,v) sdo definidas e nio decrescentes em

ov ou

quase todo I.
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Demonstracao. Sabemos que as fungoes mondtonas sao diferenciaveis, portanto, as deriva-
das existem. A desigualdade 1.7 segue da desigualdade 1.6 definindo v; = vy € u; = uo
respectivamente. Se v; < vg entdo do Lema 1.1 temos que a fun¢ao u — C'(u, ve) — C(u, v1)
é nao decrescente. Portanto, 0(C(u,v9) — C'(u,v1))/0u é definida e ndo negativa em quase

todo I. Dai segue que v — 0C(u,v)/0u é definida e ndo decrescente para quase todo I.

Da mesma forma pode ser feito para 0C(u,v)/dv. O
, ) C >*C 3 ) )
Teorema 1.4. Seja C' uma copula. Se %(u,v) ¢ oo (u,v) sao continuas em I*, e
oC , _0*C *C
%(u,v) existe para todo w € I = (0,1), quando v = 0, entdo m(u, v) e m(u,v)
?C 0°C

existem em (0,1)% e U, v).

oudv (u,v) = ﬁvﬁu(

Para secoes posteriores, a densidade de uma copula fara referéncia a segunda
derivada parcial dela, isto ¢, 6*C(u,v)/dudv.

1.2 Teorema de Sklar e a interpretacao probabilistica das cépulas

Para a abordagem utilizada neste trabalho, um dos aspectos mais interessantes
das copulas é sua relagao com distribuicoes de variaveis aleatorias e portanto a sua
interpretagao probabilistica. Esta relagao é estabelecida a partir do Teorema de [Sklar,
1959] que afirma tanto que as copulas sao fungdes de distribuigao conjunta (em nosso caso,
bivariadas) quanto a reciproca, ou seja, que as fungoes de distribuigao conjunta podem
se reescrever em termos das marginais e uma tnica subcépula, que por sua vez pode se
estender (em geral de forma nao tunica) a uma copula. Isto implica, que em geral o estudo
das fungoes de distribuicdo conjunta pode se reduzir ao estudo das copulas associadas a

elas.

Antes de comecar, relembremos o que é uma funcao de distribuicao, inicialmente

s6 nos casos univariado e bivariado.

Definicdo 1.6. Uma funcio de distribuicdo real é uma fun¢io F com dominio R tal que:

1. F € nao decrescente.
2. F(—w) =0 e F(wo) =1.

Exemplo 1.4. Para qualquer par de nimeros a,b e R, com a < b, a distribuicao uniforme

em |a,b] é a funcao de distribui¢io Uy, dada por

0 x € (—o0,a)

i:s x € [a,b] (1.9)

1 x € (b, 0)

Uab(l’) =
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Definicao 1.7. Uma funcdio de distribuicao conjunta bivariada é uma funcdo H com

dominio em R? tal que:

1. H ¢ 2-crescente.

2. H(x,—o0) = H(—0,y) =0 e H(—%, ) = 1.

Desta definicdo, temos que H é aplainada e, dado que DomH = R2, H tem
marginais F' e G dadas por F(z) = H(z,—©) e G(y) = H(w,y). Pelo Corolario 1.1,
concluimos que F' e GG sao fungoes de distribuicao.

Exemplo 1.5. Seja H uma funcio com dominio R? dada por:

(x+1)(e¥ —1)

(m,y) € [_1’ 1] X [0,00)

T+ 2e¥—1
H(z,y) = 1—e z e [1,0) x [0,0) (1.10)
0 caso contrario

Podemos verificar que H é 2-crescente e aplainada, e que H(o0,00) = 1. Portanto H é

uma fungao de distribuicao conjunta com marginais dadas por F' e G:

PO =) e o -1 " ye([_ooo’(;) | (111)
—e y € [0,

Antes de seguir com o Teorema de Sklar, enunciemos e demostremos dois lemas

necessarios para a demonstracao deste teorema.

Lema 1.4. Seja H uma funcdo de distribuicio conjunta com marginais F' e G. Entdo

existe uma tnica subcopula C' tal que,

e Dom(C" = RanF x RanG,

e Para todo v,y e R, H(z,y) = C'(F(z),G(y)).

Demonstracao. A distribuicao conjunta H satisfaz a hipdtese do Lema 1.3 com S; = S5 =

R. Portanto, para cada par de pontos (z1,%1), (x2,12) € R*
|H (22,2) — H(z1,51)| < [F(22) = F21)[ + |G(y2) — G-

Dal resulta que se F(x1) = F(xs2) e G(y1) = G(y2), entdo H(xy,y1) = H(xe,y2). Assim, o

conjunto de pares ordenados

{(F(2),G(y), H(z,y))|w,y € R}

define uma funcéo real bivariada C” cujo dominio ¢ RanF x RanG. Além disso, esta fungao

(" é uma subcépula, afirmacao que segue diretamente das propriedades de H. Por exemplo,
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para verificar a condi¢ao 3 da Definicao 1.3 basta notar que para cada u € RanF', existe
um z € R tal que F(r) = u. Assim, C'(u,1) = C'(F(z),G(0)) = H(z,0) = F(z) = u.

Desta forma é possivel verificar as demais condig¢oes da Defini¢ao 1.3. O

Lema 1.5. Seja C' uma subcdpula. Entao existe uma copula C' tal que C(u,v) = C'(u,v)
para todo (u,v) € DomC'; isto €, qualquer subcépula pode ser estendida a uma cépula.

Esta extensao geralmente nao é unica.

Demonstracio. Seja DomC’ = S; x S,. Usando o Teorema 1.2 e o fato de ' ser nao
decrescente em todo o seu dominio, podemos estender C’ por continuidade a uma funcao
C" com dominio S; x §2, onde S; é o fecho de Sy e Sy é o fecho de Sy. E claro que
C" ¢ também uma subcopula. Agora estendemos C” a uma funcao C' com dominio em
I? = (0,1)%. Para esta tiltima parte, consideremos (a, b) sendo qualquer ponto de I*. Sejam
ay € ay os elementos menor e maior de 51, respectivamente satisfazendo a; < a < asg;
analogamente, sejam b; e by 0s elementos menor e maior de 52, satisfazendo by < b < b,.
Note que se a € 51, entao a; =a =as; esebe 52, entdo b; = b = by. Agora sejam

(a—ay)/(ag — ay) se a; < as
A =

1 se a1 = ag

(b—bl)/(bg—bl) se b1 < b2
1 se b1 = bg

Hr =

e definamos

C(CL, b) = (1 — )\1)(1 — ,U,l)C”(CLl, bl) + (1 - /\1)#10”(@1, b2) +
)\1(1 - ,ul)C”((lz, bl) + )xl,ulC"(ag, b2) (112)

Note que a interpolacao acima é linear para todo dominio, pois a que Ay e juy

sao lineares em a e b, respectivamente.

E fécil notar que DomC = I?, C(a,b) = C"(a,b) para qualquer (a,b) € DomC"
e C satisfaz a condi¢ao 1 da Defini¢ao 1.4, e portanto, temos apenas que mostrar que C
satisfaz a equacdo (1.3). Para isto, seja (c,d) € I* outro ponto tal que ¢ > aed > b e
sejam ¢y, dq, co, da, A9, j12 Telacionados com ¢ e d da mesma forma que aq, by, as, ba, A1, i1
estao relacionados com a e b. Agora, calculamos o volume Vi (B) onde B = |a, ¢| x [b, d]
e consideramos os casos, se tem ou nao um ponto em 51 estritamente entre a e c, e se
tem um ponto em S, estritamente entre b e d. Substituindo (1.12) e os respectivos valores
de C(a,d),C(c,b) e C(c,d) na equagao (1.1) obtemos o seguinte depois de simplificar os

calculos

Ve(B) = Vo(la, e] x [b,d]) = (A2 = A)(p2 — ) Ve ([ar, az] < [by, bo]) (1.13)
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do que segue que V(B) = 0 neste caso, pois ¢ = a e d = b implica que Ay = )\

€ flg = 1.

(a,.d,) (¢;.d,)

(ay,d))& - ------~ - - --------- e s e me e ®(c,.d)
| | | |
| (a,d) : : (c.d) |
1 o t t =] |
| | o j : l, |
(al,dl);— i | e pem = ‘t(fl‘— d) . ‘.ECL “W_l . . (Cy.d))
| | | |
| | | |
| | (ay.by) {553 |
(a1, b)) -~ |- - - - el S o L4 ®(cy.b)
! o) ! | o |
: (a,b) i i (c.b) :
| | | |
(a).b))é-------- #im e Te meem —am B -~ mem mom = m T ®(cy. b))
e (a,.b)) (c;.b)) =

Figura 3 — Caso menos simples do Lema 1.5.

No outro extremo, o caso menos simples acontece quando ha pelo menos um
ponto em S, estritamente entre a e ¢, e pelo menos um ponto em S, estritamente entre b e
d, ouseja, a < ay <cp <ceb<by<d <d (Figura 3). Neste caso, substituindo (1.12) e
os respectivos C(a, d), C(c,b) e C(c,d) na expressao do volume Vi(B), como no caso mais

simples, obtemos

Ve(B) = (1= X)uVe(lar, az] x [di, do]) + p2Ve([az, 1] x [di, da])
+hop2Ve([er, 2] x [di, do]) + (1 = M)Ve([ar, az] x [b1, di])
+Ve([az, c1] x [ba, d1]) + Ao Ve([e1, e2] x [be, d1])
+(1 = A1) = ) Ve([ar, az] x [br, bs])
+(1 = ) Ve([az, ea] x [b1, b2]) + pa(l = pa)Ve([er, e2] x [b1, bo])

onde a parte direita da expressao acima ¢ uma combinagao linear de nove quantidades
nao negativas (correspondentes aos C-volumes dos nove retangulos da Figura 3) com
coeficientes nao negativos e portanto a expressao é nao negativa. Para os outros casos a

demonstragao é similar. O]

Agora enunciemos a versao bivariada do Teorema de Sklar.

Teorema 1.5. [Sklar 1959]

Seja H uma fungdo de distribuicao bivariada conjunta com marginais F' e G.

Entdo existe uma copula C' tal que, para todo x,y € R :

H(z,y) = C (F(2),G(y)). (1.14)
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Se F' e GG sdo continuas, entao C' € unica. Nos demais casos, C' é unicamente determinada
em RanF x RanG . Inversamente, se C' € uma copula e F' e G sdo fungoes de distribuicao
reais, entao H(x,y) definida pela equagao acima € uma fungio de distribui¢io conjunta

com marginais F' e G.

Em palavras simples, através do Teorema 1.5 podemos representar uma proba-
bilidade conjunta usando as marginais e uma copula onde esta ultima representa de forma

Unica a associacao entre X e Y. E por isto que as cépulas sao fungoes de dependéncia.

Segue a demonstracao deste resultado baseada no argumento de [Schweizer and
Sklar, 1974], e apresentada por [Nelsen, 2013].

Demonstragio. A existéncia de uma cépula C' tal que H(x,y) = C(F(x), G(y)) para todo
z,y € R segue dos Lemas 1.4 ¢ 1.5. Se F e G sdo continuas, entdo RanF = RanG = I, e
portanto a tnica subcépula do Lema 1.4 é uma copula. Demonstrar a inversa é simplesmente
verificar que H(z,y) é uma funcado de distribui¢io e que suas marginais sdo exatamente F'
eG. O

Definicao 1.8. Seja F' uma funcdo de distribuicio. Uma quase inversa de F é qualquer

funcao F&Y com dominio em I tal que:

1. Set € RanF entio FCV(t) é qualquer nimero x em R tal que F(x) = t, ou seja
F(FEY@) =t

2. Sete RangF entio FUV(t) = inf {z | F(z) >t} = sup {z | F(z) < t}.

Se F' € estritamente crescente, entao tem uma Uunica quase-inversa, que € a inversa usual

que vamos denotar por F~!.

Usando a Definicao 1.8 é possivel relacionar uma coépula com uma funcao de

distribuicdo com o seguinte corolario.

Corolario 1.2. Seja H uma funcdo de distribuicio bivariada conjunta com marginais

continuas F', G e copula C. Entdo para todos u,v € I,

Clu,v) = H (F ' (u),G(v)). (1.15)

Este coroléario, junto com o Teorema 1.5, permite construir distribuigoes bi-
variadas de forma simples, dado que s6 precisamos unir as distribui¢coes marginais das
variaveis de interesse em uma funcao que satisfaca a Defini¢ao 1.4, o que é muito pratico
dado que nao precisamos que as variaveis sejam do mesmo tipo, ou seja, transformacoes

lineares afins uma da outra, como nos métodos tradicionais de construcao.
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Para facilitar o entendimento, estamos enunciando unicamente os resultados

para o caso bivariado, mas todos estes podem se estender a dimensao n > 2.

Exemplo 1.6. Consideremos novamente a funcio H descrita no Exemplo 1.5. As quase-

inversas de F e G sdo dadas por FCY(u) = 2u—1 e GV (v) = —In(1 —v) para u,ve 1.

Como RanF = RanG = I, usamos a Fquacao 1.15 para deduzir a expressao da copula C
uw

associada a H que vem dada por C(u,v) = ——.
uU+v—uv

1.3 Propriedades das cépulas

Nesta secao vamos estudar algumas propriedades das copulas que serao tteis
adiante. Para facilitar a notagdo vamos denotar a cépula de X e Y como Cxy(u,v) e a

copula de a1 (X) e aa(Y') como Cy, (x)as(v) (U, V).

Na Segao 1.1 falamos sobre as cépulas W (u, v), II(u, v) e M(u,v) e de como toda
copula se relaciona com as cotas de Frechét-Hoeffding a partir do Teorema 1.1. Nesse sentido
poderiamos perguntar o que significa que a cépula associada a duas varidveis aleatérias
coincida com alguma destas trés copulas. Para responder esta pergunta consideremos as
seguintes proposicoes.

Proposicao 1.1. Duas variaveis aleatorias X e Y sao comonotonicas se e somente se
d

(X,Y ) = (a1(2),2(2)), para alguma varidvel Z e fung¢oes mondtonas crescentes oy e

s, onde 2 denota tqualdade em distribuicao.

Proposicao 1.2. Duas variaveis aleatorias X e Y sao contramonotonicas se e somente

d
se (X,Y ) =((2),a2(2)), para alguma varidvel Z, oy fung¢ao mondtona crescente e o

funcao mondtona decrescente, ou vice-versa.

Desta forma, vamos dizer que

1. Se a copula associada a duas varidveis aleatérias X e Y é a cépula M (u,v), entdo héa
dependéncia perfeita positiva entre as varidveis ja que esta cépula sugere que valores
grandes (ou pequenos) das varidveis aleatorias ocorrem simultaneamente. Dizemos

entao que X e Y sao comonotonicas.

2. Se a distribui¢ao estd caraterizada pela cépula W (u,v), entdo a relagao entre as
variaveis é perfeita e negativa ja que esta cépula sugere que valores grandes de
uma das variaveis tendem a ocorrer quando a outra variavel toma valores pequenos.

Dizemos nesse caso que X e Y sao contramonotonicas.

Isso a respeito dos tipo de dependéncia perfeita, para a ausencia de dependéncia

ou indepenéncia temos o seguinte resultado.
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Teorema 1.6. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias continuas. Entao X eY sdao indepen-

dentes se e somente se Cxy (u,v) = I(u,v).

Demonstracao. Sejam X e Y duas varidveis aleatérias continuas independentes com
fungao de distribuigao conjunta H(z,y) e marginais F(x) e G(y). Dado que X e Y sdo
independentes temos que H(x,y) pode ser escrita como H(z,y) = F(x)G(y). Agora,

usando o Corolario 1.2 temos que a cépula associada a X e Y é

C(u,v) = H(F '(u),G'(v))

No outro sentido temos que, se a copula associada a duas varidveis aleatorias continuas é

IT entao C'(u,v) = uv e, usando o Teorema de Sklar,

H(z,y) = C(F(x),G(y))
= F(z)G(y).

Entao concluimos que X e Y sao independentes. O

Outra boa propriedade das cépulas é que sao invariantes sob transformagoes
estritamente mondtonas das varidveis aleatérias (v.a) envolvidas na andlise. Isto é facilmente
observavel quando temos uma v.a X com funcao de distribuicao continua e uma funcao
estritamente monétona o cujo dominio contém RanX. Nesse caso a funcao de distribuicao
da v.a a(X) também é continua. Para o caso em que « é estritamente crescente temos o

seguinte resultado.

Teorema 1.7. Sejam (X,Y) v.a. continuas com copula Cxy(u,v). Se (a1, ) sdo fun-
coes estritamente crescentes sobre RanX e RanY respectivamente, entio (a1(X), az(Y))
também tem copula Cxy(u,v), i.e, Cxy € invariante sob transformagoes estritamente

crescentes de X e Y.

Demonstragio. Sejam Fy, Gy, Fy, Gy as fungdes de distribuicao de X, Y, a1(X) e as(Y)
respectivamente. Devido a que ay e g sdo estritamente crescentes, Fy = Pla(X) < z] =
P[X < a;'(2)] = Fia; ' (z)), e da mesma forma Gy = Plas(Y) < y] = P[Y < oy, '(y)] =
Gia, ' (y)). Entdo, para todo z,y € R,

Con(X)ar(v)(Fa(2), G2(y)) = Plau(X) < 7,00(Y) < ]
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Dado que X e Y sao continuas, Ranl, = RanG, = I, dai segue que Cy, (x)as(v) = Cxy

em I2.

]

1.4 Representacido grafica de uma cépula

Os graficos sao uma ferramenta muito util na hora de representar fungoes
em geral e sdo uma boa forma de resumir muita informagao de forma amigavel para o
leitor. No caso particular das cépulas bidimensionais da forma z = C'(u,v), o grafico é
uma superficie continua no cubo unitario [0, 1]3 , delimitada pelo quadrilatero de vértices
(0,0,0), (1,0,0), (1,1,1) e (0,1,0). Como ji mencionado, dada qualquer cépula C, se
verifica que W (u,v) < C(u,v) < M(u,v).

Assim, o grafico de C fica entre os graficos das cotas de Fréchet-Hoeffding
(Figura 1), ou seja, as superficies z = W(u,v) e z = M(u,v) limitam mais uma vez a
superficie definida por qualquer cépula, pelo que é dificil diferenciar entre uma copula e

outra unicamente a partir de um grafico de superficie como aquele exibido pela Figura (1).

Copula W Copula Pi Copula M
NN TNy = T[REE
o N o 'n o =

(] 0.7
=t ] C? \ = ] 0‘-:' i\‘-‘: =+ ] IT
| & S ] ety S 0.

_ \\ B 8z | 5 0.
a | o | i a |
= T T T T T T = T T T 1 T T = T T T T T T
0.0 0.4 0.a 0.0 0.4 0.a 0.0 0.4 0.a

Figura 4 — Grafico de contorno das copulas W, Il e M.

Para comparar cépulas preferimos usar as curvas de nivel ou contornos, que
sao conjuntos em [0, 1] dados por C(u,v) = k onde k é constante. A Figura 4 apresenta,

por exemplo, os contornos das cépulas M, W e II.

Fazer uso desse recurso melhora a percepcao de diferencas entre duas copulas,
mas o que verdadeiramente vai nos ajudar a estabelecer graficamente quando uma copula
cumpre com certa carateristica de interesse, é a analise da sua densidade, isto é, tanto da

2 2
Ees (u,v) = z quanto das curvas de nivel da forma aug}(u, v) = k.

A Figura 6 exibe o gréfico da densidade de C'(u,v) = uv +uv(1—v)(1—u), que

superficie da forma

¢ a mesma copula do Gréfico 5, e ajuda a exemplificar que é melhor analisar a densidade

da copula no lugar da funcao copula. Isto devido, a simples visao dos contornos da copula
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Figura 5 — Exemplo de superficie e contorno de uma cépula C'(u,v) = uv +uv(l—v)(1—u)
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Figura 6 — Exemplo de densidade e contorno de uma cépula C(u, v) = uv+uv(l—v)(1—u).

IT da Figura 4 e a copula da Figura 5, sdo iguais mesmo sendo de fungoes copula diferentes.
A maioria dos contornos das cépulas exibem um comportamento grafico similar, pelo
que essa Unica ferramenta nao é suficiente. Por outro lado, os graficos da Figura 6 sao

claramente diferentes dos analogos da cépula II, que correspondem ao plano z = 1.

1.5 Copulas e dependéncia

Neste trabalho, o propdsito do estudo das copulas é usa-las como ferramenta
para descrever a relacdo de dependéncia entre duas variaveis, digamos X e Y. Essa relacao
pode ser quantificada a partir de varias medidas de resumo, sendo a mais conhecida o
coeficiente de correlagdo de Pearson p(z,y). Embora p(x,y) seja o mais usado, é o mais
limitado de todos dado que unicamente reflete um tipo de dependéncia, linear.

Existem outros tipos de medidas de dependéncia chamadas medidas de concordancia.
Dizemos que duas variaveis sao concordantes se valores grandes de uma delas estao

associados a valores grandes da outra, e da mesma forma para valores pequenos, valores
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pequenos de uma implicam valores pequenos na outra. No caso contrario, quando valores
grandes de uma variavel estao associados a valores pequenos da outra, dizemos que essas

duas variaveis sao discordantes.

Assim, podemos dizer que este tipo de medidas generalizam a relagao de
dependéncia do coeficiente de correlagao de Pearson, considerando rela¢des nao lineares.
Duas destas medidas, o Tau de Kendall ( [Kendall, 1938]) e o Rho de Spearman ( [Spearman,
1904]) sao definidas a seguir.

Tau de Kendall

Sejam (X7, Y)) e (X, Ys) dois vetores aleatérios 4id com fungoes de distribuigao
conjunta H; e Hs, respectivamente, com marginais F' (para X; e Xs) e G (para Y] e Y5).
Sejam C e Cy as cépulas associadas a (X7,Y7) e (Xy, Y2) respectivamente. Definimos a
medida 7 de Kendall como a probabilidade de concordancia (entre os vetores (Xi,Y]) e

(X3,Y2)) menos a probabilidade de discordancia,

[Nelsen, 2013] demonstra que 7 pode expressar-se em termos das copulas como

o = 4JJCg(u,v)dC’1(u,v)—1. (1.16)

Rho de Spearman

Sejam (X71,Y7), (X, Ya) e (X3,Y3) trés vetores aleatérios independentes com
fungdo distribuigao conjunta comum H (cujas marginais sao de novo F' e G) e C' a cépula
associada a H. A versao populacional do px y de Spearman ¢ definida para ser proporcional
a probabilidade de concordancia menos a probabilidade de discordancia de dois vetores
(X1,Y1) e (Xs,Y3), isto é, um par de vetores com mesmas marginais, mas um deles tem
funcao de distribuicdo H, enquanto as componentes do outro vetor sao independentes pelo
que a sua fungao de distribuicdo é F(z)G(y) ( [Kruskal, 1958] e [Lehmann, 1966]).

pxy = P[(Xi—Xp)(Y1-Y3)>0]-P[(X;—Xp)(Y1 —Y3) <0].

Note que a cépula associada ao vetor (X, Y3) é II. Similarmente como para o

caso do 7 de Kendall, [Nelsen, 2013] prova que pxy pode ser escrito como

pxy = 12JL2 [C(u, v) — wv] dudv = 12”12 O(u,v)dudv —3,  (1.17)
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que vamos denotar por pc.

Se consideramos duas variaveis aleatorias X e Y, estas duas medidas, 7 e p¢,
vao atingir o valor 1 se a copula associada a elas é cota superior de Fréchet-Hoeffding
(ou seja que as varidveis sao comonotonicas). Contrariamente se tais medidas atinguem o
valor (—1) a cépula de X e Y é a cota inferior de Fréchet e dizemos que estas variaveis

sdo contramontonicas.

Outra medida de dependéncia muito usada nas aplicagdbes em economia é o
coeficiente de dependéncia de caudas (TDC Tail Dependence Coeficient) que, em geral, é
importante no estudo de dependéncia de valores extremos.
1 —2u—C(u,u)

(1 —u)
Dizemos que C' tem dependéncia na cauda superior se \y € (0,1] e independéncia se

Av = 0.

Definicao 1.9. Seja C' uma copula bivariada tal que lirq — = \y eziste.

C(u, u)
u—0t

que C tem dependéncia na cauda inferior se Mg, € (0, 1] e independéncia se A, = 0.

Definicao 1.10. Seja C' uma copula bivariada tal que lim = Ay, existe. Dizemos

Esta dependéncia nas caudas entre duas variaveis aleatéria continuas X e Y
pode-se estabelecer como uma propriedade da copula e nao das distribui¢goes marginais, e
portanto sua quantificagdo é invariante sob transformagoes estritamente crescentes de X e

Y, como diz o Teorema 1.7.

1.6 Cépula empirica

A seguir, explicamos como estimar uma copula de forma nao paramétrica. Este

procedimento foi introduzido por [Deheuvels, 1979].

Definigao 1.11. Considere as varidveis aleatorias (X,Y). Seja (xx, yx)y_, uma amostra
observada de tamanho n obtida a partir da distribui¢ao bivariada de (X,Y). A cdpula
empirica, C,, associada a estas varidveis estd definida por,

o (z j) # de pares (x,y) da amostra tais que x < x(;) ey < y(j)
" n

D I(r<aw, y<yy) ij=1..n,
k=1

em que T(;) e Yy sao estatisticas de ordem da amostra.

Definicao 1.12. A frequéncia da coépula empirica, c,, vem dada por

1
. (z j) _ - se (T@), Y¢)) € um elemento da amostra,
0

em outro caso.
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[Deheuvels, 1979] também demostrou que a cépula empirica converge para a
verdadeira cépula quando n cresce. A copula empirica permite construir contrastes nao
paramétricos de independéncia como mostram [Deheuvels, 1980] e [Deheulves, 1981], assim
como [Genest and Rémillard, 2004]. Além disso, estas copulas sdo uma ferramenta muito

util para a andlise exploratéria, ja que é uma primeira aproximagao aos dados.

1.7 Tipos de copulas

Nesta oportunidade vamos estabelecer dois critérios de classificagao de copulas,

com alguns exemplos.

1.7.1 Tipos de cépulas dado o conhecimento explicito da sua forma

Por conhecimento explicito da sua forma, vamos nos referir a expressao mate-
matica que descreve a cépula. Neste sentido, podemos dividir as cépulas em dois grandes

grupos: copulas paramétricas e nao paramétricas.

Vamos chamar de paramétricas a todas aquelas copulas pertencentes a uma
familia cuja expressao matemadtica estda indexada por um pardmetro. A relacao entre o
parametro e a familia é de um a um, pelo que selecionar uma cépula dentro de uma familia
especifica é equivalente a selecionar o conjunto de parametros que esta envolve. As copulas
nao paramétricas vao ser todas aquelas que nao estdo indexadas por um parametro, como

a copula empirica.

Em particular, neste trabalho, todas as copulas que consideramos, exceto a

empirica, sao paramétricas.

1.7.2 Tipos de cépulas dada a relacdo de dependéncia que refletem

Outra forma de classificar as cépulas ¢é a partir da relagdo de dependéncia que

sao capazes de modelar. Algumas das classes de maior interesse sao:

Cépulas de dependéncia extrema:

Como seu nome diz, estas copulas modelam relagoes perfeitas entre as variaveis,
isto é, dependéncia positiva perfeita (copula M), dependéncia negativa perfeita (copula
W) ou independéncia (cépula II).

Cépulas elipticas:

Estas sao todas as copulas associadas as distribuicoes elipticas, como a normal

e se caracterizam por representar relagoes de dependéncia simétricas. A simulacao a partir
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destas distribui¢oes é bem simples e, como consequéncia do Teorema de Sklar, também é

facil simular este tipo de copulas.

Os exemplos mais comuns destas copulas, sao a copula gaussiana que vem da
distribui¢ao normal e a t-cépula (ou cépula de Student) que vem da distribuicdo t-Student,

das quais falaremos em segOes posteriores.

Cépulas de valor extremo:

Estas cépulas representam relacoes que dao maior peso ao que acontece nas
caudas (extremos) das distribui¢oes marginais. [Segers, 2004] diz que as cépulas de valor
extremo sao os possiveis limites (se existirem) de cépulas associadas a maximos de amostras

aleatorias identicamente distribuidas.

1.7.3 Coépulas arquimedianas

Esta classe encerra um grande ntimero de familias de cépulas com diferentes e
variadas carateristicas. Isto torna dificil classifica-las num tipo especifico de dependéncia,
como no caso das copulas elipticas (que refletem simetria) ou as cépulas de valor extremo
(que dao mais importancia a dependéncia nas caudas). Mas entao, por que é que falamos
das arquimedianas como uma classe especifica de copulas? Antes de responder consideremos

a seguinte definicao.

Definicao 1.13. Seja ® o conjunto de funcoes continuas, estritamente decrescentes e

convezas da forma ¢ : [0,1] — [0, 0] onde ¢(1) = 0.

Schweizer e Sklar demonstraram que cada elemento de ® gera uma copula C' a

partir da seguinte relagao [Joe, 1997],
C(u,v) = ¢ e)+ ) com0<uv<l.

A fungao ¢ é conhecida como o gerador da cépula. Quando ¢(0) = oo se diz que ¢ é um

gerador estrito.

Respondendo a pergunta formulada anteriormente, as cépulas arquimedianas
sao todas aquelas que podem ser geradas da forma descrita na Definicao 1.13. Muitas
das familias de cépulas mais conhecidas pertencem a esta classe, e por isso é interessante
escrever alguns dos resultados apresentados anteriormente em termos do gerador da copula

arquimediana. De fato, isto permite simplificar os cdlculos. Por exemplo, o 7 de Kendall
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pode-se expressar por,

B 1sO(U) "
o = 1+40f@,(u)d.

E para a dependéncia de caudas, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.8. Seja C' uma cépula arquimediana com gerador ¢ € (). Entao,

_ =1
N = 2— lim [1%0(28)]

s—0t | 1 — QO(_l) (8)
e
0)
e L CUN
G
Demonstragio. Da Definicao 1.10 temos que A\, = lir(% C(t,t)/t. Se escrevemos esta
t—

expressao em termos do gerador (t), temos que

0]

AL = tl_i)lgi t
Se definimos s = () entao
D)
M = lim & (29

S§—00 gp(_l)(s) ’
Para Ay, a analise é semelhante.

1.8 Algumas cépulas comuns

Geralmente quando falamos dos diferentes tipos de copulas que existem, na
verdade fazemos referéncia a diferentes tipos de familias. Todas as copulas que pertencem
a uma mesma familia apresentam a mesma estrutura matematica que pode depender de
parametros. Portanto, para cada um dos valores dos parametros obtemos um membro de
tal familia. Nesta secao vamos definir algumas das familias de copulas paramétricas mais

comuns.

Para uma ilustrao grafica destas copulas, ver os graficos do Anexo A.

1.8.1 Cobpula gaussiana

O nome gaussiana se deve a que a sua expressao coincide com a funcao de

distribuicdo de uma normal padrao bivariada, que ¢ uma distribuicao eliptica, logo esta
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é uma coépula da classe eliptica. Considerando o coeficiente de correlagao de Pearson,

—1 < p < 1, temos a seguinte expressao,

] T2

12 — 2ptyty + t2

ow) = | [ g (- ) et

—00 —0

com 71 = ® (u), 2, = ® ' (v), onde ® denota a funcio distribuicio de uma N(0,1).
Por definicao, as funcoes de distribui¢do marginais coincidem com a normal padrao. A
densidade da copula gaussiana vem dada pela seguinte expressao:

1 exp _z% — 2px1T9 + T3
2m4/1 — p? 2(1 — p?)

Esta copula ndo tem expressoes fechadas para o p de Spearman nem para o 7 de Kendall,

c(u,v) =

e por isso ¢é preciso aproxima-los usando os resultados de se¢oes anteriores. Com respeito
aos coeficientes de dependéncia de caudas, tanto superior quanto inferior, obtemos que
Auv =M =0.

1.8.2 Coépula T-Student

Como no caso anterior, temos outra cépula eliptica cuja expressao coincide
com uma fungao distribuic¢do, neste caso, a t-Student bivariada e coeficiente de correlagao

1 X2

12— 2ptyty + 12 T2
L~ 2Pt 2) dtydts,

Cluw) = ”w%(” o1 — %)

—00 —a0
onde v corresponde aos graus de liberdade da t-Student considerada. As distribui¢oes
marginais desta copula coincidem com a t-Student padrao (v, = t,'(u) e 25 = t,'(v)). A

funcao densidade desta copula tem a seguinte forma

1 12 — 2pw179 + T3 ~(42)/2
21/ 1 — p? v(l —p?)

Para a cépula t-Stundent, é preciso usar as expressoes descritas na Secao 1.5

c(u,v)

para o pyy de Spearman (1.16) e o 7 de Kendall (1.17) para achar estas medidas, dado

que elas nao tém expressoes fechadas. Com respeito aos coeficientes de dependéncia caudal,

temos que Ay = Ar = 2t,11 (Vv + 1v/1 = p/y/1 + p) = 0 e portanto esta copula apresenta

dependéncia em ambas caudas.

1.8.3 Coépula de Gumbel

Esta cépula é uma cépula arquimediana com gerador ¢(t) = (= In(¢))?, portanto

a funcao copula vem dada por:

Cluve) = exp (= [(-1u(w)’ + <—1n<v>>9]é) ,
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onde 0 € [1,400) e sua densidade é dada pela equagao:

1 1_o
(=tn(w)? 7 =146+ (=tn () + (=tn(©)? | 7 [ (=1n(u)? +(=1n(©))? | T 7" (=in(0)) 1

ﬁzf’[(—’n(u))"ﬂ—zn(v)ﬁ]Wuv

c(u,v) =

Na cépula de Gumbel, a dependéncia é positiva perfeita (tem forma equivalente
a copula M) quando 6§ — oo e coincide com a copula IT quando 0 = 1. A expressao fechada

para o 7 de Kendall é bem simples:

1
7(0) = 1—5.

Esta copula inclui o caso de dependéncia de cauda superior, que se obtém considerando
Ao =2—2%% N\, =0.

1.8.4 Coépula de Clayton

Esta também é uma copula arquimediana, neste caso o gerador da copula
(descrito na Segdo 1.8) é ¢ = (1/0) (7% — 1) e a cépula é:

Clu,v) = (w+v?- 1)71/9,

onde 6 > 0. Para a densidade, temos esta expressao:

91
cu,v) = (1+0)ul 1Dy (w?+0v?— 1)( o)

A cépula de Clayton, quando 6 — oo, coincide com a cépula M (dependéncia
positiva perfeita) e coincide com a cépula independéncia quando § — 0. Para esta copula

também temos uma forma explicita para calcular o valor do 7 de Kendall:

9
0+2

T(0) =
Diferentemente da copula de Gumbel, a de Clayton possui dependéncia na cauda inferior

se A\, = 279 ¢ para cauda superior se Ay = 0.

1.8.5 Cobpula de Frank

Seguindo com as copulas arquimedianas, definimos a familia de Frank como as
—0t 1

, ~ € . ~
copulas geradas pela fungao ¢ = —In [ e ] cuja expressao ¢é
67 JE—
1 (e —1) (e7™ —1)
C = ——In{(1
(u,v) 51 ( + (e —1) ,

onde 0 € (—o0,0)\ {0}. Enquanto que a densidade tem a seguinte expressao,

060(1+u+v) (60 . 1)

(e0utv) — 0 (v 4 0v — 1))

c(u,v) =
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Assim como as cépulas gaussiana e t-Student, a copula de Frank admite dependéncia
tanto positiva (quando § — o0) quanto negativa (quando § — —ao) e reflete independéncia
quando # — 0. O 7 de Kendall pode-se calcular usando
4 4 )
t
T@) = 1—-

9+@ et —1
0

dt.

1.9 Meétodos de construcao de copulas

Como consequéncia do Teorema de Sklar, consegue-se obter distribuigoes
bivariadas ou multivariadas a partir de uma funcao copula e das marginais que desejamos
fixar. Este fato é uma vantagem importante para a modelagem e simulacao de variaveis
aleatérias e torna a construcao e escolha de copulas questoes de interesse para quem trabalha
com esses objetivos. Ao longo do tempo, muitos autores tém desenvolvido métodos que
servem para construir copulas que possuam certas carateristicas desejaveis orientadas a
identificar algum tipo particular de relacdo de dependéncia. Nesta oportunidade vamos

apresentar um resumo dos métodos mais comuns encontrados na literatura.

1.9.1 Método de inversao

Este método permite obter fungoes copula a partir de inversas de fungoes de

distribuicao, baseando-se apenas no Corolario 1.2 de onde temos que :
Cluv) = H(Fu),G™' (), (1.18)

para F, G e H satisfazendo as condi¢oes do Corolario 1.2, Nelsen generaliza este resultado
usando as quase-inversas de F(Y e GCY e por isso nao é necessdrio que F e G sejam
estritamente crescentes nem continuas. Note que a fungao cépula C' da expressao (1.18)
serve para, dadas duas fungoes de distribui¢ao univariadas F' e G’ (diferentes de F e
G), obter uma outra conjunta H' (também diferente de H) com marginais F’ ¢ G'. De
fato, pelo Teorema de Sklar H'(x,y) = C(F'(x),G'(y)), é uma fungio de distribuigao
bivariada com marginais F’ e G'. Dois exemplos deste método sdo as cpulas gaussiana e
t-Student, que podem se escritas respectivamente como Cg(u,v) = ®o(®; ' (u), ®;'(v) e
Cr(u,v) = ty2 (t,1(u),t,1(v)), onde @, é uma distribui¢io normal n-variada e t,,, ¢ uma

distribuicao t-Student n-variada com v graus de liberdade.

1.9.2 Métodos geométricos.

Estes métodos sao baseados na prépria definicdo de copula, isto é, no lugar
de fazer referéncia as variaveis aleatérias ou as suas fungoes de distribuicao, usamos as

caracteristicas geométricas das fungoes cépula para achar restrigdes sobre algumas fungoes



Capitulo 1. Cédpulas e varidveis aleatérias 40

para que cumpram as caracteristicas da Defini¢do 1.4. Entre algumas destas caracteristicas,

temos o suporte ou a forma dos graficos das suas sec¢oes.

1.9.2.1 Soma ordinal de cépulas

A partir deste método, consegue-se construir uma cépula C' como combinacao
de um numero finito e enumeravel de copulas C;. O suporte de C' obtém-se ao rescalar o
suporte de cada C; a um quadrado J? = [a;, b;] x [a;, b;] S I?, onde esses intervalos [a;, b;]
sao fechados, disjuntos e nao degenerados. Ou seja, o suporte de C' é a combinacao dos

suportes de uma sequéncia de copulas. A Definicao 1.14 formaliza este tipo de construcao.

Definicao 1.14. Seja {Ji}cx uma particio enumerdvel de I, isto €, um conjunto de
intervalos fechados e disjuntos |ay, by] cuja unido é o quadrado unitdrio. Seja {Ck} e um
conjunto de copulas associados & parti¢ao {Ji},cp. Define-se uma soma ordinal de {C;},;

com respeito a {Ji} e como a copula:

U—ar UV—ag
by, — 2
Clu,v) = ax + (b, — ax)Cy (bk_ak’bk_ak) (u,v) € J;
M (u,v) Caso contrdrio

Exemplo 1.7. Consideremos a soma ordinal de (W, W) com respeito a ([0,0],[0,1]) .

Temos entdo, para (u,v) € [0, 0],

O, v) = W (u/0,v/0) = Qmax(% + % ~1,0),

se (u,v) € [0, 1]

u—60 v—10 U+ v

Clu,v) =0+ (1 —G)W(m,m) =0+ (1-0) max(1

Entdo a expressao para a copula C(u,v) é
max(u +v—60,0)  se (u,v) € [0, 0]
Clu,v) = max(u +v—1,0)  se (u,v) € [0,1]?
min(u, v) se nao
[Mesiar and Sempi, 2010] demostram que uma soma ordinal de n cépulas é de

fato uma cépula, e também mostram que toda copula pode ser escrita como uma soma

ordinal de copulas dadas algumas condic¢oes.

1.9.2.2 Soma convexa de cépulas

Nelsen propoe como exercicio (ver exercicio 2.3(a) [Nelsen, 2013]) o seguinte

resultado,
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Proposicao 1.3. Sejam duas copulas Cy e Cy e um valor 6 € I = [0,1]. Entao C(u,v) =
(1 —0)C(u,v) + 0Cy(u,v) € também cipula.

Demonstracao. Sejam C; e Cy duas funcdes que cumprem as condigoes da Definigao 1.4,
isto é, duas fungoes cépula quaisquer. Definamos a soma convexa destas duas fungoes
como a funcao C(u,v) = (1 — 0)Cy(u,v) + 0Cy(u,v), onde 6 € I = [0,1]. Assim, a funcao
C(u,v) vai ser cpula se verificamos para ela as duas condigoes da Definigdo 1.4. Para a

primeira condicao, temos que dado que C; e (5 sao copulas,

C(0,v) = (1-=6)Ci(0,v) +0C5(0,v) = (1 —6)(0) +6(0) =0,
e analogamente demostramos que C(u,0) = 0. Também temos que

C(l,v) = (1-0)Ci(1,v) +60C(1,v) = (1 —0)(v)+0(v) =v

e da mesma forma podemos obter que C'(u, 1) = u, e assim demostramos a condigao 1 da
Definicao 1.4. Para a segunda condicao, devemos verificar que o C-volume é nao negativo,
isto é, C'(ug,ve) — C'(ug,vl) — C(ug,v2) + C(ug,v1) = 0 para todos uq, ug, vy, vy € I tais
que u; < ug e v; < v9. Para isto, consideremos o seguinte: dado que C; e Cy cumprem
esta condi¢ao e que por sua vez C' se escreve em termos destas duas, podemos dividir a

expressao do C-volume nas expressoes correspondentes aos Cp-volume e Cy-volume, assim

Vo([ur, uz] x [v1,v2]) = Clug,ve) — C(ug,v1) — C(ug,ve) + C(ug, vy)
= (1 —=0)Cy(ug,vq) + 0Cs(ug,v3) — (1 — 0)C(ug,v1) — 0Cs(ug,v1) —
—(1 = 0)C1(uq,v9) — 0Co(uq,v2) + (1 — 0)Cr(ug, v1) + 0Co(uq, v1)
= (1—-0)[Ci(uz,v2) — Ci(ug,v1) — Cy(ug,v2) + Cy(ug,vy)] +
+0 [Co(ug, v2) — Coug, v1) — Couy, ve) + Coluy, v1)]
= (1 —=0)Ve, ([ur,us] x [v1,v2]) + OV, ([ur, uz] x [v1,vs]).

Dado que 0 € I e que tanto Vg, = 0 quanto Vi, = 0 conluimos que Vi = 0 o que encerra

a demostracao. O

Este resultado pode-se estender para considerar a combinacao de uma familia
arbitraria de cépulas, ou seja, uma soma convexa de {Cyp},.o, onde consideramos o
parametro # como uma observagao de uma variavel aleatoria continua © com fungao de

densidade A.

Defini¢ao 1.15. Define-se a soma convezxa de uma sequéncia de copulas {Cyp}g com

respeito a A, funcao que recebe o nome de funcao de mistura, como JCQ(U, v)dA(0).

R
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1.9.2.3 Método baseado no conhecimento das secdes da cépula.

No Se¢ao 1.1, foram apresentados os conceitos de segoes de uma copula (hori-
zontais, verticais e diagonais) na Defini¢ao 1.5. Relembrando, estas segoes correspondem a
imagem bidimensional da cépula que resulta ao fixar o valor de uma das varidveis (u no
caso horizontal e v no caso vertical) ou de fazer ambas iguais ao mesmo valor (no caso

diagonal).

Este método permite construir copulas a partir do conhecimento da expres-
sao das secoes horizontal e vertical principalmente. Por exemplo, a copula cuja ex-
pressao corresponde a um polindémio de grau n em u vai ter a forma u — C(u,v) =
an(V)u" + a, 1 (V)u"" + .+ a1 (v)u + a,(v) e equivalentemente em v serd do tipo
v — C(u,v) = by (W)v™ + b1 (w)v" ™ + ... + by (u)v + by(u), ou seja, as segoes horizontal e

vertical respctivamente.

O método supoe o conhecimento das secoes de uma copula e a partir delas
perguntar-se pelas condigoes que devem satisfazer os polindémios a;(v) e b;(u) para que
a fungdo C'(u,v) seja mesmo uma cépula. [Nelsen, 2013] faz uma explicagao detalhada
para os casos mais simples dos polinémios, isto é, quando as se¢oes se supoem lineares,

quadraticas ou cubicas.

Cépulas com secdes lineares

Neste caso escrevemos por exemplo C(u,v) = a3 (v)u + ag(v) se desejamos uma
cHpula com secao linear em u. As fungoes a; e ag podem ser achadas usando a condicao 1

da Defini¢ao 1.4, isto é,
0=C(0,v) =ap(v) e v=C(1,v) =a(v),

pelo que existe unicamente uma cépula com se¢ao horizontal (ou vertical) linear, que é a

copula IT.

Cépulas com secdes quadraticas.

De novo, suponhamos que queremos uma cépula com se¢cdo quadratica em, por
exemplo, u. Temos entdo C(u,v) = ag(v)u® + a1 (v)u + ap(v), onde as fungdes a; sdo tais

que:

0=C(0,v) =ap(v) e v=C(1Lv)=a(v)+ a(v).
Se definimos as(v) = —1(v), entdo a,(v) = v — a1 (v) = v + P (v) e podemos escrever:

Clu,v) = uv + P(v)u(l — u), (1.19)
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onde ¢ é uma funcao tal que C' é 2-crescente e 1(0) = ¥ (1) = 0 (para que C(u,0) =0 e

C(u,1) = u). Para nos ajudar a encontrar fungoes ¢ temos o seguinte teorema.

Teorema 1.9. Seja v uma funcio com dominio em I e seja C uma copula dada por

(1.19) para u,v € I. Entao C' é uma cdpula se e somente se:

1.4(0) = ¥(1) = 0.

2. 1 satifaz a condicao de Lipschitz

[h(va) = P(v1)] < Jva —wl,

para todo vi,vs em I. Além disso, C € absolutamente continua.

Um exemplo classico neste contexto é a familia de copulas conhecida como a
familia de Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM). Suponha que C' ¢é simétrica e tem segao
quadratica em v. Isto implica que C satisfaz C'(u,v) = uv+1(u)v(1—v). Consequentemente,

se ¥(u) = Ou(l — u) para algum pardmetro 6, entao
Co(u,v) = wv+0uv(l —u)(l—v).
O Cy-volume do retangulo [u1,us] X [v1, v5] pode-se simplificar até obter:
Ve, ([ur, ug] x [v1,v2]) = (ug —ug) [1+60(1 —uy — ug)(1 — vy — vy)]

Dado que (1 —uy —ug)(1 —v; — vy) pertence a [—1, 1] em I, segue que Cy é 2-crescente, e
portanto é uma cépula se e somente se 6 € [—1, 1]. Note que os membros desta familia sdao
copulas com segoes quadraticas tanto verticais quanto horizontais. Principalmente por sua
forma analitica simples, a familia FGM tem sido amplamente usada em modelagem, para
testes de associagao e para estudar a eficiéncia de procedimentos nao paramétricos. Para

mais aplicagoes desta familia consultar [Conway, 1983] e [Hutchinson and Lai, 1990]

Cépulas com secdes clbicas.

Seguindo a linha dos dois casos anteriores, podemos estender essas idéias para
construir cépulas com segoes ctbicas. Seja uma copula com secoes cubicas em u. Logo,
C vem dada por C(u,v) = az(v)u® + ax(v)u® + a1 (v)u + ag(v) onde as a; sdo funcdes

apropriadas. De novo usando as condi¢oes da Definicao 1.4,
0=C(0,v) =ap(v) e v=C(1,v)=a3(v)+ ax(v) + ar(v).
Se definimos a(v) = —as(v) — a2(v) e f(v) = —2a3(v) — az(v) podemos reescrever:
Clu,v) = uv + u(l —u) [a(v)(l —u) + B(v)y], (1.20)

onde a e [ sdo fungoes tal que a(0) = 5(0) = B(0) = B(1) = 0. As condigdes requeridas

para que C' seja uma copula vém dadas pelo seguinte teorema.
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Teorema 1.10. Sejam « e 8 duas fungoes de I — R satisfazendo a(0) = 5(0) = B(0) =
B(1) =0, e seja C uma fungio definida por (1.20). Entio C € uma copula se e somente

se para todo uy,us, v1,v9 em I tais que uy < ug, v < Vg, temos:

[(1—u1)2+(1—uz)2+u1u2—1]%—[u%—&-u%—i—(l—ul)(l—ug)—l]% < —1.

Usar este teorema diretamente pode ser muito complexo. Na sequéncia, enunci-

amos um teorema que surge do anterior e que simplifica um pouco as contas.

Teorema 1.11. Sejam «, 5 e C definidos como no Teorema 1.10. Entao C' é uma copula

se e somente se:

1. a(v)e B(v) sdo absolutamente continuas.

2. Para quase todo v em I o ponto nas derivadas (¢! (v), 5'(v)) € tal que, —1 < o/ (v) < 2
e -2 < B(v) <1 oul[d@)] — @) () + [B' )] — 3/ (v) + 38'(v) < 0. Além

disso, C' € absolutamente continua.

Vamos chamar a regido descrita na parte 2 do Teorema 1.11 de S (na Figura
7), que é a unidao do conjunto de pontos do quadrado [—1,2] x [-2,1] e o conjunto de

pontos dentro da elipse em R? cuja equacdo é 22 — zy + y? — 3z — 3y = 0.

‘1
/
o

A
(-1.1),

X

.

I

= 017

Figura 7 — Regiao S descrita no Teorema 1.11.

Usando os teoremas anteriores enunciamos o seguinte que vai simplificar mais

a construcao de copulas de segoes ciibicas.
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Teorema 1.12. Suponha que C' tem segoes cubicas em ambas u e v. Entao,

C(u,v) = uv +uv(l —u)(l —v) [Av(1 —u) + As(1 — v)(1 — u) + Byuv + Bou(1l — v)]
(1.21)
onde Ay, As, By, By sdo constantes reais tais que os pontos (Aa, Ay), (B, Be), (B1, A1) e
(Ag, By) pertencem a S.

Como consequéncia imediata do Teorema 1.12, temos o seguinte corolario.

Corolario 1.3. Suponha que C' tem segoes cubicas em u e v, isto é, C' é dada pela equagdo
(1.21) do Teorema 1.12. Entdo:
1. Cé simétrica (C(u,v) = C(v,u)) se e somente se A; = By.
2. C apresenta simetria radial se e somente se Ay = By e Ay = By.
3. Se Ay = By = —Ay = —By entao C € tal que C(u,v) = u—C(u,1 —v) e C(u,v) =
v—C(1—u,v).

Um exemplo de copulas de secoes cuibicas sao as da familia Sarmanov, que tem

a seguinte forma:
Co(u,v) = wv+uv(l—u)(1—0)[30+56°(1 — 2u)(1 — 2v)],

onde 0 € [0,1]. Aplicagoes desta familia encontram-se em [Ting Lee, 1996]. Algumas

generalizagoes podem-se achar em [Bairamov et al., 2011].

Também seguindo o corolario podemos construir uma familia de cépulas fixando
Ay = As = a e By = By = b na equagao (1.21), obtendo uma expressao para cépulas

assimétricas com se¢oes cubicas em u e quadraticas em v quando a # b:
Cop(u,v) = uv + uv(l —u)(1 —v) [a(l —u) + bu], (1.22)

onde —1 < a,b < 1. Se a = b obtemos a familia FGM.

Se queremos por exemplo, uma coépula com sec¢oes cibicas tanto em v quanto

em v, podemos fixar A; = a e Ay = By = By, = b e obtemos
C(u,v) =uv +uv(l —u)(l —v)[(a—bv(l —u)+b] (1.23)

onde || < 1le[b—3—(9+46b— 3b2)1/2] /2 < a < 1. Esta familia de cépulas também é

assimétrica como no caso anterior.
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2 Preliminares sobre inferéncia Bayesiana

O principal objetivo deste trabalho é usar a analise Bayesiana para estimar
uma cépula para um conjunto de dados, pelo que precisamos falar de estatistica Bayesiana
para contextualizar o leitor neste paradigma. Este capitulo estd baseado principalmente
no trabalho de [Schervish, 2012].

Um dos problemas fundamentais no estudo da estatistica é a inferéncia. Conside-
rando um conjunto de dados, estamos interessados em tirar conclusdes ou obter inferéncias
sobre carateristicas desconhecidas relacionadas com o sistema objetivo do estudo ao que

pertencem os referidos dados.

Exemplo 2.1. Em época de eleicoes, é costume fazer pesquisas para medir a intengdao de
voto da populagcdo. Em particular, A pode estar interessada em saber que porcentagem da
populagdo votaria a esse candidato se nesse dia fossem as eleigoes. Neste caso, precisa-se
de uma amostra (que se supoe representativa de toda a populagio), para responder a
uma pergunta: considera votar no candidato A nas proximas eleicoes? A populagdo é bem
definida, sdo todas aquelas pessoas habilitadas para votar nas eleicoes, mas a carateristica
0: votar ao candidato A € desconhecida. O objetivo da inferéncia € usar as respostas da
amostra para fazer afirmacoes sobre a quantidade 6 para, no caso da equipe do candidato

A, ajudar a melhorar a estratégia de campanha.

O problema da inferéncia tem sido objetivo de estudo desde o século XVIII
quando comecgou o estudo sistematico da teoria da probabilidade. A partir da interpretacao
de probabilidade é possivel considerar dois enfoques: frequentista ou classico e Bayesiano.
[DeGroot, 2005]

Por exemplo, quando afirmamos que ao langar uma moeda a probabilidade
de obter cara é 1/2 podemos interpretar o significado desta afirmagao de duas formas.
Inicialmente desde o ponto de vista frequentista, pode significar que se jogamos uma moeda
muitas vezes esperamos obter aproximadamente a mesma proporc¢ao de caras que de coroas
(interpretacao classica de uma probabilidade). Por outro lado, segundo a interpretagao
Bayesiana, a probabilidade 1/2 é uma afirmagdo subjetiva, ou seja, é o que certo individuo

espera ao lancar uma moeda, mas pode ser um valor diferente para outro individuo.

Estabelecamos inicialmente pontos comuns entre estes enfoques. Para ambos
casos se utilizam modelos com parametros desconhecidos para caracterizar certo fendémeno
e para estimar tais parametros ambos métodos necessitam de dados. Com respeito as

diferencas, a mais clara delas é a forma de tratar os pardmetros: para a escola frequentista,
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os parametros sao valores fixos, mesmo desconhecidos, e a sua estimacao é baseada na
escolha de um valor para o parametro tal que a probabilidade de se observar os dados
seja a maxima possivel; para a escola Bayesiana, a informagao sobre estes parametros
é modelada por uma distribuicao, obtida a partir do Teorema de Bayes, isto é, eles sao

considerados variaveis aleatdrias.

Teorema 2.1 (Teorema de Bayes). Sejam By, B, ..., By eventos mutuamente exclusivos

e exaustivos de um espago amostral. Para qualquer evento novo A, temos

_ P(Bin A) _ P(A|B;)P(B;)
PO = =Py = S, p(aiB)P(B) &1)

O Teorema 2.1 é a versao probabilistica geral do Teorema de Bayes, mas para

a analise que estamos trabalhando é mais interessante a seguinte versao:

Teorema 2.2 (Teorema de Bayes para Varidveis Aleatorias). Sejam X e 0 wvaridveis
aleatdrias com fdp (fung¢io de densidade de probabilidade) f(x|0) e w(0). Entao:
[ (z]0)7(9)

"0l = T F i) (@)a0 (22

A ideia é a seguinte, o pesquisador tem informacao prévia sobre os parametros
que quer estimar e antes de obter os dados, ela pode ser quantificada por uma distribuicao
de probabilidade. Esta informacao inicial vai se modificar em fun¢ao dos dados obser-
vados obtendo assim uma distribuigao a posteriori (apds observar) que resumird todo o

conhecimento do investigador. No contexto do Teorema 2.2 temos que:

X: Variavel aleatéria que caracteriza os dados,

e (: Parametro desconhecido,

f(x]0): Densidade da varidvel X dado o pardmetro (desconhecido) 0,

7(0): Densidade a priori de 6,

(0| X): Densidade a posteriori de 6.

Segundo [Albert, 1997], isto é consistente com a implementa¢ao do método
cientifico. A distribui¢ao a priori representa as informacgoes iniciais sobre o modelo. Feitas
as observacoes, a distribuicao a posteriori representa sua informacao atualizada depois de

olhar seus dados.

A equagao do Teorema 2.2 tem f(x|0) mas, para nosso cdlculo da densidade
a posteriori na verdade precisamos substituir essa funcdo por uma que encerre toda

a informacao que podemos obter da amostra. Essa fun¢ao é chamada de funcao de
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verossimilhanca que nao é outra coisa que a funcao de densidade conjunta da amostra e é
denotada por L(f|x) = f(x1,...x,]0) . Assim seguindo o Teorema 2.2 temos:
[, 2, |0)7(0)

o f(@1, ..., 2, |0)m(0)dO

Esta expressao é a base da inferéncia Bayesiana. Na pratica, o denominador da expressao

70|z, ..., ) (2.3)

anterior nao precisa ser calculado devido a que é constante com respecto a 6, pelo que em

geral a regra de Bayes se escreve:
w(0|z, ..., xn)cf (21, ..., 2, |0)T(6). (2.4)
Precisamos apenas conhecer a densidade a posteriori a menos de uma constante de

normalizagao. Muitas vezes somos capazes de identificar a distribuicao a posteriori do

parametro apenas olhando o numerador da expressao.

Exemplo 2.2. De novo no contexto do Exemplo 2.1, suponha que a equipe de trabalho do
candidato A tem informacao suficiente para pensar que 0: probabilidade de uma pessoa
votar a A, tem distribuicio Beta(2,3). Se, além disso, supomos que X (Intengio de voto)
é uma v.a com distribuicio Bernoulli(6), onde x; = 1 se a pessoa responde que considera
votar ao candidato A e x; = 0 no caso contrdario. A equipe selecionou uma amostra aleatoria

de tamanho 120 da varidvel X observando que 58 pessoas consideram votar ao candidato

A.
7T(9|$1, ceey .77120)0Cf(5171, ceey 1’120|(9)7T(9)

o [ﬁ 07i(1 — 9)1%]

i=1

o [67°(1—6)] [6(1 —6)°]
o« 67°(1 - )%

0 € (0,1). Olhando a expressido 6°°(1 — 6)°* podemos identificar que 7(0|xy, ..., T120) tem
forma da densidade de uma Beta(60,65) pelo que podemos afirmar que a distribuicao a

posterior de 0 € Beta com esses parametros.

Esta é uma situacao desejavel para o investigador, pois é uma forma de sim-
plificar os seus resultados a partir do fato de que, sob certas condigoes, deve existir uma
familia de distribui¢oes padrao para o parametro # tal que cumpra com a propriedade: se a
distribuicao a priori de 8 pertence a esta familia, entao para qualquer tamanho de amostra
e quaisquer valores observados dela, a distribuicao a posteriori de # também pertence a

esta familia. Vamos formalizar isto a partir da seguinte defini¢ao.

Definig¢ao 2.1. Seja F a classe de f.d.p ou f.m.p f(x|0). A classe I1 de distribuicoes a
priori é uma familia conjugada para F se a distribuicao a posteriori estd na classe 11 ¥

f € F e todas as prioris em 11, para todo x que pertence ao suporte de X.



Capitulo 2. Preliminares sobre inferéncia Bayesiana 49

2.1 Estimacao pontual

Voltando ao Exemplo 2.1, temos a equipe do candidato A interessada em conhe-
cer a proporcao # de pessoas que consideram votar nesse candidato nas préximas eleigoes.
Inicialmente eles poderiam definir uma funcao do tipo 6 = 6(Xy, ..., X,,) (ondeXy, ..., X, é
uma amostra aleatéria de X) e estabelecé-la como o estimador de #, mas como selecionar
essa funcao tal que a sua estimativa de € seja a melhor em algum sentido? Se supomos
que o verdadeiro valor de 0 é 6, e a equipe decide que d é o valor que estima 6, entdo uma
forma de determinar que tao apropriado é d para estimar 6 é medir a distancia entre 6, e

d a partir de alguma funcao.

Esta abordagem faz parte da teoria da decisao onde, em geral, consideramos
que o agente decisor (quem toma a decisao) deve escolher dentre um conjunto de decisoes
possiveis que tém consequéncias dependendo do estado da natureza (o que acontece na
realidade), que é desconhecido. Definimos os seguinte conceitos:

e S : Espago amostral (w € 5),

e X : Observacao de uma variavel aleatéria X (w),

P : Modelo Probabilistico para X,

©: Espaco de possiveis valores do parametro 6 desconhecido,

D: Espaco de possiveis decisoes,

L: fungao perda de valor real.

Definindo o problema de decisao como (O, D, L), o problema de inferéncia
estatistica se reduz a selecionar o procedimento estatistico (as vezes chamado de fungao
ou regra de decisao), que vai nos descrever a forma de tomar a decisdo quando ja temos a

informagao amostral.

Definicao 2.2. Uma funcgdo de decisdao, procedimento estatistico ou regra de decisao é

uma fungdo 0 : S — D.

Definicao 2.3. Seja D um espago arbitrario de decisoes. A fungdo de valor real nao

negativa L(6y,0) : © x D — R é chamada de fungao perda.

Entéo para cada par (6y,d) € © x D consideramos uma sequéncia em termos da
perda L(6y,d) que mede quanto perdemos ao decidir por d quando 6 = 6. Em particular,

se a decisao for correta deverfamos ter L(6,d) = 0.
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Defini¢ao 2.4. O wvalor esperado em Py(X) da funcao perda L(6,d(X)) é chamado de
fungao risco para qualquer d(X) =06 € D e € dado por

r(0.0) — f L(0, 5)dPy(X)

Especificamente no contexto Bayesiano temos:

Definigao 2.5. O risco de Bayes é definido para todas as § € D por
R(0.6) :J (0, 5y (0)d0 (2.5)
e

Onde m(0) € a distribuicio a priori de 6.

Esta fun¢do mede o desempenho da regra 6 quando podemos repetir o experi-
mento que gera a observacao de X. A regra §, que tem o menor risco de Bayes, é chamada

de regra ou estimador de Bayes com respeito a priori e é denotada por 0”.

Agora, consideramos a Regra de Bayes dadas trés das fungoes perda mais

comuns.

Funcdo perda quadratica

Seja L(A,0) = (6 — #)? a funcdo perda quadrética. Para calcular o risco de

Bayes para esta perda, seja
b = Eyg(0) = J 0 (6])d0,
a média da distribuigao a posteriori 7(f|x), entao:
EIL(0.0)] — JL(Q, 5 (01x)do
_ J(a b4 b— 6)°n(6x)d8
_ (G—b)y? f(b 02 (0]x)d0
> [0 opreas

para qualquer valor de . A desigualdade vira a igualdade quando & = b, pelo que a regra

de Bayes sob uma func¢ao perda quadratica é a média da distribuicdo a posteriori.

Funcdo perda erro absoluto

Seja L(6,9) = |0 —0]| a fungao de perda absoluta. O risco ¢ minimizado tomando

0 como a mediana da distribuicdo a posteriori, digamos §*. Isto é, a mediana é a regra
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(estimador) de Bayes quando a fungao perda é o modulo. Para mostrar isto suponhamos
outra decisdo, digamos d, tal que d > 0*. Entao, dado que (d+ 6" —26) > (0* — d) quando
0* < 6 < d, entao

0 —d 0=d
0 —d|— 10— = d+6*—20 6" <fh<d
d— &% 0 <6*

Dado que (d + 0* —20) > (0" — d) quando 0* < 0 < d, entao
)+ (0" =d)P(6* < 0 < d)
")

E(0—d|—10—6*) = (5" —d)PO >
<6
<&~ P(O>69]20

+(d —6*)P(
= (d—5%)[P(

A tltima desigualdade se d4 porque §* é mediana da distribuigao de 6. Portanto E (|6 —d| =

d) +
<
0

E(]0 — 0*]) e a igualdade se cumpre se, e somente se, d é também mediana. De forma

analoga, pode-se provar para d < §"*.

Funcdo perda escalonada
Seja

0 |0—-0]<e
1 |0—-0|>c¢

L(0,5) =

onde € é um numero positivo predeterminado, usualmente pequeno. Para minimizar o
risco de Bayes, é necessario maximizar 7(d|z) com relagdo a d e o estimador de Bayes sera

entao:
E[L(6,5)] — JI(|5—9|>6)W(9|x)d9
_ fm 16— 0] < )n(6]x)do
_ 1—J§+67r(6’|x)d6’

0—e
> 1 —2enm(d]x)

Isto implica que neste caso, o estimador ¢ a moda da distribuicao a posteriori,

devido que a igualdade vale para esse valor.

2.2 Teste de hipotese

De forma geral, podemos dizer que uma hipétese ¢ uma formulacao provisoria,

com intengoes de ser posteriormente demostrada ou verificada (testada). Nosso contexto
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estatistico de inferéncia, as hipdteses vao ser afirmagoes ou conjeturas sobre o parametro
ou a distribuicao. Antes de definir o teste de hipétese como um tipo de problema de

decisao, relembremos a notagao.

0: Parametro

O: Espaco paramétrico ou conjunto de possiveis valores para 6.

D: Espago de possiveis decisoes (rejeitar (d;) ou ndo a hipdtese nula (dp)).

d: Um elemento do espacgo D.

e [L(a,d): Funcao perda.

Suponha que temos uma particao de © em © = Oy U O 4, onde O N O = IF.
A afirmacao 6 € Oy é uma hipdtese que vamos chamar de hipdtese nula e vai ser denotada
por H. A correspondente alternativa (hipétese alternativa), denotada por A, é a afirmagao
0 € ©4. O problema de decisdao H : 0 € Oy e A : 0 € ©,4 é chamado teste de hipdtese se
D = {dy,d,} e L(t,d) satisfaz que L(t,1) > L(t,0) para 0 € Oy e L(t,1) < L(t,0) para
0 € © 4. Se rejeitamos H, mas H é verdadeira, cometemos um erro de tipo I. Se aceitamos

H quando esta ¢ falsa, entao cometemos um erro de tipo I1.

Uma forma simples de funcao perda para testar hipotese é

0 0 eOg 0 fe Oy
L(07d0) = S L(Q)dl) =
1 9€@A 1 96@]{

Esta fungao é chamada de fungao perda 0-1 que pode ser generalizada

0 feOgy 0 fe Oy
L(6, do) = e L(0,di) =
Co 966,4 Cq 66@[{

onde ¢ é o custo do erro tipo [ e ¢; 0 custo do erro tipo II; D = dy, d; é o espaco de decisoes

onde dy: Nao Rejeitar H e di:Rejeitar H. Entao, para a regra de decisao ¢ : S — D, temos

{x:0(x) =dp} Regido de Aceitagao (Nao Rejeigao)
{x:d(x)=d;} Regiao de Rejeicao

A funcao risco é da forma

d
R(0,5) =
d
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A solucao Bayesiana para um problema de teste de hipdtese, com a funcgao perda 0-1
generalizada, é estritamente tedrica ( [Schervish, 2012]). O risco posterior para a escolha
da decisao d = d; é coP(0 € Og|X = x) e o risco posterior de escolher a decisdo d = dy é
c1P(0 € ©4|X =z). A decisao 6tima é escolher d = d; se

P0eOy|X =12) < P00y X =)

que é equivalente a

1

PleoOylX =
(E H| $) = C1 + Co

Portanto, a solu¢ao Bayesiana ¢ rejeitar a hipotese H se sua probabilidade a posteriori
é menor do que ¢;/(c; + ¢3). Teoricamente, isso é tudo o que precisamos para testar
uma hipétese Bayesiana com funcao perda 0-1 generalizada, mas na pratica, calcular
essa probabilidade muitas vezes nao é tao trivial, pelo que resulta interessante achar

alternativas.

2.2.1 Full Bayesian significance test

O Teste de Significincia Genuinamente Bayesiano (FBST - Full Bayesian
Significance Test) é baseado no célculo de uma quantidade denominada evidéncia a favor
da hipétese (e-valor). De fato, é uma alternativa genuinamente Bayesiana ao p-valor, que é
a probabilidade de achar valores mais extremos da estatistica do teste T'(x), assumindo que
a hipétese nula é verdadeira. Esta secdo esta baseada principalmente no artigo de [de Bra-

ganca Pereira and Stern, 1999].

Considere uma variavel aleatéria X cuja observagdo é representada por x.
O espago estatistico é representado pela tripla (S, X, ©) definida como na Secgao 2.1.
Definamos também o modelo a priori (0, B, ), que é um espago de probabilidade definido
sobre © onde B ¢ o conjunto de valores observaveis para # e m ¢ um modelo probabilistico
associado. Claramente, depois de observar z, podemos obter o modelo de probabilidade
a posteriori (©, B, 7,), onde 7, é a medida de probabilidade condicional sobre B dado o

ponto amostral observado .

Para definigoes posteriores, vamos nos concentrar apenas no espaco de pro-
babilidade a posteriori (0, B, 7,), e seja f(f]x) a funcao de densidade de probabilidade
associada a m,. Definamos inicialmente T,, como o subconjunto do espaco parameétrico,

onde a densidade a posteriori é maior que uma quantidade ¢

T, - {0e0lf(0) > ¢}.
A credibilidade de T, é a sua probabilidade a posteriori dada por:

o f(0]z)do :f fo(0|z)do,
T, o
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onde f,(z) = f(z) se f(x) > ¢ e zero em outro caso. Agora definimos f* como o méaximo
da funcao de densidade a posteriori sob a hipdtese nula, atingido no argumento 6*
0" c argmaxf(0),  f* = f(6").
0eOy
e definimos 7™ = T+ como o conjunto tangente a hipdtese nula, H, cuja credibilidade é
k*. Entao, a medida de evidéncia proposta por ( [de Braganca Pereira and Stern, 1999]) é

o complemento da probabilidade do conjunto T, isto é
Ev(H)=1—-r" ou 1—m(T%)

Se a probabilidade do conjunto T+ é grande, significa que o conjunto nulo se acha na
regiao de baixa probabilidade e a evidéncia nos dados ¢é contraria a hipotese nula. Por
outro lado, se a probabilidade de T'+ é pequena, entao o conjunto nulo esta na regiao de

maior probabilidade e a evidéncia nos dados esta a favor da hipdtese nula.

Este procedimento foi criado com o objetivo de testar hipoteses precisas, isto

é, uma hipétese nula cuja dimensdo é menor do que o espago paramétrico dim(Oy) <

2.3 Inferéncia preditiva

Na pratica, muitas vezes estamos interessados em fazer inferéncias sobre ob-
servacoes futuras de uma variavel aleatéria, cuja distribuicdo depende de um nimero
finito de pardmetros (desconhecidos). Esta distribuicao é chamada distribuicao preditiva e
segundo [Smith, 1998], as vezes fazer afirmagoes preditivas sobre varidveis aleatérias nao

observadas, faz mais sentido do que a estimacio tradicional de parametros.

Supondo que 7(f) é a distribuigdo a priori e que m(f|z) é a distribuicdo a
posteriori de 6, seja z qualquer observagao futura da variavel aleatéria X. Entao definimos

a distribuicao preditiva Bayesiana para z como sendo:

p(z,%)
p(x)

$op(2,x,0)db
S@p(x, 0)do

S@ p(z,x|0)7(0)do
S@p(x|0)7r(0)d9

S P(210)p(x|0)7(0)do

Sep(x|9)7r(9)d9

[ | pxl0e0)
= | e {§@p<x|e>w<e>de}d9

= f@p(z|9)7r(9|x)d9

p(zlx) =
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que podemos escrever como
p(z[x) = J p(20)m(0]x)df = Egpx [p(2]6)] (2.6)
e

onde a funcao p(z|6) é a fungao densidade (ou massa no caso de uma v.a discreta) sendo

que p(z|f) avaliada em z

Exemplo 2.3. Suponha que x1,...,x, é uma amostra aleatdria de uma Bernoulli(0) e
suponha também que a distribuicao a priori para 6 é uma Beta(a, 5) como no Exemplo
2.2. Encontremos a distribuicdo preditiva para wma observagao futura z que representa

uma pessoa que responde d pergunta (considera votar candidato A?). Temos
b = | plomekds
S}
Agora

p(zl0) = 0*(1-0)"* 2=0,1

7T(9|X) o sziJra*l(l . e)anmiJrﬁfl

Entao, se denotamos ax = sz +aefr=n— le + B temos que

p(zx) = L WG”“**Q — )Py
F(n + o+ B)F(Z + a*)r(l —z+ 5*)
P(an)D(B#)C(n +a + 5 +1)

Entdao a probabilidade de que uma pessoa responda ndo é

I(n+a+ ) (ax)l(1 + §=)
[(a)T(B=)T(n+a+ B +1)

P(z=0)x) =

E a probabilidade de que sua resposta seja sim €

IF(n+a+ A1+ ax)I'(5x)
D)) I'(n+a+ [+ 1)

I
o # 4=

Pz=1)x) =

Note que esta ultima representa a média posterior de 6.
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3 Metodologia de estimacao de copulas

No Capitulo 1 descrevemos tipos de copulas e demos como exemplo algumas
das familias mais conhecidas. Estas familias (parametrizadas) vém indexadas por um
parametro que geralmente caracteriza a dependéncia das variaveis representadas por uma
coOpula particular, pelo que o interesse do investigador se reduz a procurar o valor do
parametro que melhor descreve a relacao entre as varidaveis estudadas. Esse processo é
conhecido como estimagao, e em estatistica temos diferentes métodos para resolver esta
situagao. Em particular, neste trabalho vamos nos focar na estimacgao Bayesiana que foi

introduzida no Capitulo 2.

Neste Capitulo vamos apresentar uma metodologia que permita encontrar a
copula que melhor se ajusta a um conjunto de dados. Como primeiro passo, o pesquisador
deve determinar uma ou mais familias de copulas, que segundo seu critério, seriam
apropriadas para refletir a relagao entre as variaveis de interesse. Dentro de cada uma
delas, deve selecionar um representante (a partir da estimagao de um ou varios pardmetros
da familia) que vai ser aquele que melhor (dentro da familia) reflete a relagao observada
nos dados. Finalmente deve decidir qual desses representantes ¢ quem melhor descreve aos

dados, isto baseado em algum ou alguns critérios de selecao (qualidade de ajuste).

3.1 Como selecionar copulas?

Conforme ja destacado, as copulas sdo fungdes que cumprem com as carateris-
ticas da Defini¢ao 1.4, pelo que contamos com praticamente infinitas familias de fungoes
para escolher. Isto implicaria um extenso trabalho de ajuste devido a que teriamos que
estimar o parametro @ para cada familia (e se consideramos familias multiparametricas
este processo seria muito mais trabalhoso), pelo que se torna importante saber como
selecionar um numero reduzido de familias entre as quais esperamos achar a coépula que

melhor descreve nossos dados.

Para solucionar este problema, vai ser muito importante relembrar a Secao 1.7
e os tipos de copulas segundo o tipo de dependéncia que refletem. Na verdade, se espera
que quem trabalha com cépulas tenha conhecimento das propriedades que caracterizam
as diferentes familias existentes de tal forma que possa selecionar aquelas que refletem
a relacao, a priori, que ele supoe entre as variaveis. Também podemos construir copulas
usando os métodos que descrevemos na Segao 1.9, se as familias existentes nao satisfazem

nossos interesses ou se queremos ampliar nossas opgoes.

Em geral, para este passo o pesquisador precisa de um conhecimento razoavel
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sobre as variaveis que quer analisar e estabelecer o tipo de relacdo de dependéncia que

precisa estudar.

3.2 Como determinar o representante dentro de uma familia de
cépulas?

Este passo consiste em estimar o parametro de cada familia de copulas selecio-
nada no passo anterior. Para isso utilizamos a inferéncia Bayesiana, pelo que precisamos
definir a funcao de verossimilhanca dos dados, uma distribuicdo a priori e uma funcgao de

perda.

Para ilustrar melhor os procedimentos, vamos usar uma copula da familia

Sarmanov Generalizada. Seja C'(u,v) a cépula da familia Sarmanov da forma:
C(u,v) = wo[l + 0Pt + Pt —u? TP —1)] (3.1)

com (u,v) € [*efe[-1/(p—1),1/(p — 1)?] para p > 2 (veja Exemplo 2.2 de [Bairamov
et al., 2011]). Esta familia na verdade pertence a familia FGM generalizada descrita
por [Ubeda-Flores et al., 2004].

Funcdo de verossimilhanca.

Sejam X1, ..., X, e Y7,.... Y, amostras de duas variaveis aleatorias com fungoes
de distribuicao F(z) e G(y) respetivamente e seja H(z,y) a funcao de distribuigdo conjunta
de X e Y. Entao, considerando a cépula da expressao (3.1) com p = 3 temos, usando o

Teorema de Sklar, temos que a distribui¢ao conjunta H(u,v) pode ser escrita,
H(u,v) = wfl+0(u®+v* —u*v? —1)],

com u = F(z) e v = G(y). Assim, a densidade conjunta de X e Y seria a segunda derivada
parcial da cépula da forma,

0
~ Oudv

h(u,v) C(u,v) =1+ 30[u® +v* — 3u’v?® —1]. (3.2)

Agora sejam x1,...,T, € Yy, ..., Y, observagoes das variaveis X e Y, entao escrevemos a

verossimilhanca h(uy, ...up, vy, ..., v,|0) como

h(u,v) = [ [1+36[u} + v} — 3ujv? — 1], (3.3)

i=1

onde u; = F(x;) e v; = G(y;).
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Distribuicao a priori.

Uma das grandes dificuldades da analise Bayesiana é a identificacao, selecao
e justificagdo da distribui¢do a priori para os parametros. Muitas vezes, a informacao
que temos sobre nosso parametro de interesse é minima ou quase nula, pelo que devemos
escolher uma distribuicdo que reflete nosso desconhecimento. Neste caso, conhecemos o
dominio de 6 pela condigao 6 € [—0.5,0.25] (substituindo p = 3 nas condi¢oes do Exemplo
2.2 de [Bairamov et al., 2011]), assim, podemos sugerir uma distribui¢do uniforme nesse

intervalo que daria mesmo peso a todos os valores.

Entao a densidade a priori para 6 é:
4

-, e [—0.5,0.25],
0

caso contrario.
Distribuicao a posteriori.
Pelo Teorema de bayes, sabemos que 7(6|z)ocf(x|0)m(6). Nesse caso:

w(0lu,v) oc h(u,v)m(6)

oo T+ 362 + 02 — 3u2? — 1){4/3})

-
Il
—

—

-
Il
—_

o [1+30(u; + v — 3ujv; —1)]

Em geral, para obter 7(6;|u;, v;) neste contexto de cépulas, vamos considerar

amostras aleatérias de tamanho n das varidveis X e Y, e uma copula Cy(u, v).

e Definimos uma distribuicdo a priori m(#) para 6.

e Definimos a funcao densidade da cépula considerada cg(u, v).

Calculamos u; = F'(z;) e v; = G(y;).

Consideramos m valores de ;.

Calculamos 7(6;|u;, v;)oc n co, (us, v;)m(0;).

i=1

Uma vez que temos a expressao da w(0|U, V') podemos, dada uma funcao perda, calcular
a regra de Bayes (estimador Bayesiano) para 6. Se, por exemplo, a nossa L(f,d) fosse a

perda escalonada, entao o estimador 0 de 6 vem dado por:

i_pe [f%%ax().%] [Ty 1+ 30[uf + vf — 3uiv; — 1]{4/3} ‘ (3.4)
’ 2 Ty 1+ 30[u? + v? — 3ufv? — 1]{4/3}d6

-0.5
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Neste caso, e provavelmente em muitos outros no contexto das cépulas, nao é
possivel maximizar a densidade a posteriori de forma analitica mas, de novo, é possivel

fazer uso de ferramentas computacionais.

Temos uma expressao explicita da densidade a posteriori pois, dado que x4, ..., z,
€ Yi,...,Yn SA0 observagoes das variaveis X e Y com funcgoes de distribuicdo F e G
respectivamente, os valores u; ¢ v; sdo conhecido, porem nada em 7 (6|u,v) é desconhecido.
Uma forma de achar esse maximo é avaliar essa 7(0|X,Y") para diferentes valores de 6 no

intervalo [—0.5,0.25] e observar seu grafico.

Exemplo 3.1. Por exemplo, suponha que temos xq,...,T1000 € Y1, ..., Y1000 observacoes
de duas varidveis aleatérias X e Y. Seja também S = (F(x),G(y)) = (u,v) um vetor

bivariado simulado de uma copula de Sarmanov da forma:
Cu,v) = wv[l+ 0w’ + Pt —uP Pt —1)],

com 0 = —0.3. Se supomos que 0 é desconhecido e tentamos estimd-lo a partir da equagdo
3.4, podemos calcular de forma explicita a expressio w(0|X,Y") = 7(0|S) para, por exemplo,
100 wvalores de 0 dentro do intervalo [—0.5,0.25], para ter uma ideia de onde estd o mdzimo.
A Figura 8 exibe o grdfico de 0 e m(6]S), onde podemos observar que o mdximo é atingido

praticamente em 0 = —0.3, que é o verdadeiro valor de 6.

Densidade a Posteriori de S

10

pifthetal X)

-0.4 -0.2 0.0 0.2

theta

Figura 8 — Densidade a posteriori de 6.
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Obviamente, esta aproximacao apenas pode nos dar uma ideia da localizaca
do maximo (nos casos onde # é univariado ou bivariado), que vai melhorar conforme
aumentamos o numero de pontos onde avaliamos, mas ¢ um bom comego. Para resultados

mais exatos ¢ preciso implementar algum algoritmo de otimizacao.

Desta forma, para cada familia de cépulas selecionada, o pesquisador acha o

melhor representante de cada uma delas, segundo determinada funcao perda.

3.3 Selecdo de modelos

Uma vez que contamos com um representante de cada familia de copulas
que estamos considerando, desejamos estabelecer critérios a partir dos quais selecionar
dentre eles a cépula que melhor descreve nossas variaveis objeto de estudo. Nesta secao
apresentaremos alguns métodos de selecao que serao de utilidade para a aplicagao do
Capitulo 4.

3.3.1 Uso da cépula empirica.

Na secao 1.7, descrevemos a definicdo e as expressoes a partir das quais é
construida a coépula empirica. Uma forma de determinar qual das nossas copulas possiveis
é a mais adequada é minimizar uma distancia como faz [Romano, 2002|. Neste trabalho,
vamos usar duas distancias: a distancia de Hellinger e a distancia de Kolmogorov. Segue a

definicao de cada uma delas.

Defini¢ao 3.1 (Distancia de Hellinger). Para distribuicoes (discretas) de probabilidade
P = pigieiy € @ = Gigseny com suporte em N, a distancia de Hellinger entre elas se define
como sendo

n

H(P,Q) = Y (vpi— V&) (3.5)

=1

Por definicao, a distancia de Hellinger € uma medida que satisfaz a desigualdade triangular
e tal que 0 < H(P,Q) < 22, [Bar-Yossef et al., 2002].

Defini¢ao 3.2 (Distancia de Kolmogorov). Esta distincia foi proposta por [Kolmogorov,
1950] e o teste baseado nela é um dos mais populares na hora de avaliar bondade de ajuste.
Quando definimos como hipotese nula que os dados tem uma fungao distribuicio acumulada

dada, digamos H(z,y), podemos testar a hipdtese calculando a segquinte distincia

D = sup |Hp — H(x,y)], (3.6)

(z,y)

onde Hp representa a funcgao de distribuicao acumulada empirica dos dados observados
[Arnold and Emerson, 2011].
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Para o problema de selecao de copulas, vamos escolher a copula cujo ajuste

minimize as distancia.

3.3.2 Métodos graficos

Essas distancias vao fornecer um critério numérico, porem muitas vezes é
interessante contar com métodos graficos. Se esse é o nosso desejo, entao poderiamos
usar as curvas de nivel da copula ajustada e grafica-la conjuntamente com os pontos que

representam as observagoes das variaveis analisadas.

Colpula Sarmanov

Figura 9 — Grafico de contorno de densidade Sarmanov vs. a imagem da densidade empirica
de uma amostra Sarmanov com 6 = —0.3.

O gréfico da Figura 9 ajuda-nos a verificar a coeréncia dos resultados numéricos,
isto é, algumas vezes a copula que minimiza a distancia que consideramos nao é coerente
com a densidade observada nos dados, e por isso é importante ter uma ferramenta gréafica

que suporte nossos resultados analiticos.

Também poderiamos pensar que o objetivo de ajustar uma cépula a nossos
dados é, por exemplo, estimar uma probabilidade condicional, pelo que a coépula mais
adequada para nosso problema é aquela que estima melhor tal probabilidade. Usando de
novo a cépula empirica, poderiamos calcular essa probabilidade nos dados observados e em
cada uma das cépulas que estamos considerando. Vamos escolher aquela cuja distribuicao
seja mais coerente com o valor observado nos dados. Para comparar estas distribuigoes

podemos construir um grafico como na Figura 10 onde temos um boxplot para cada copula.
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Figura 10 — Grafico de boxplot da probabilidade condicional P(V = 0.7|0.5 < U < 0.75)
calculada em 100 amostras de tamanho 1000 de cada cépula, Sarmanov e
Frank.

Nesse caso, por exemplo, a copula melhor comportada com respeito a probabi-
lidade condicional que estamos considerando é a copula de Sarmanov, isto porque o valor
observado nos dados se encontram dentro da caixa e muito perto da mediana da mesma,

pelo que é coerente pensar que dito valor pertence a essa distribuicao.

3.3.3 Selecdo a partir da distribuicdo preditiva

Outra forma de selecionar a melhor copula é fazer as analises propostas anteri-
ormente, usando uma porcentagem dos dados (por exemplo o 80%) e usar o restante 20%
e cada copula em estudo para construir uma distribuicao preditiva para a densidade desses
dados, como foi mostrado na Se¢ao 2.3, ou para uma fungdo dos mesmos. Assim podemos
verificar com que probabilidade cada modelo considerado prediz algum comportamento de

interesse.

A partir da preditiva também, podemos avaliar as distdncias propostas na Secao
3.3.1 e em geral, fazer a mesma andlise descrita anteriormente, mas dessa vez aplicada a

aquele 20% que néo foi considerado para a estimacao.
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4 Aplicacao

Usando a teoria descrita nos Capitulos 1 e 2, e a metodologia proposta no
Capitulo 3, vamos analisar a relacao entre os resultados dos aspirantes no Vestibular da
UNICAMP, e o seu desempenho académico no primeiro semestre apos serem admitidos nos
cursos pertencentes as areas de Exatas e Engenharia. Para medir esse desempenho, vamos
usar as variaveis coeficiente de rendimento (CR) e a nota final numa das disciplinas mais
béasicas dos cursos pertencentes as areas de interesse, Calculo I (MA111). Inicilamente,
descrevemos os dados e fazemos uma analise exploratéria com o propédsito de descrever
mais um pouco cada uma das variaveis que vamos utilizar na nossa analise. Seguiremos com
a selecdo de um subconjunto de copulas a serem ajustadas de onde escolheremos, segundo
certos critérios, a melhor. Finalmente analisaremos os resultados obtidos no contexto do

problema.

4.1 O Vestibular da UNICAMP

O processo de seletivo para o ingresso na UNICAMP, consiste de uma série de
provas conhecidas como o Vestibular, que consta de duas fases. A partir do desenvolvi-
mento do aspirante nestas duas fases, lhe é atribuida uma pontuacao que vai determinar
se é admitido ou nao no curso ao qual pretende ingressar. A UNICAMP permite a cada

estudante escolher dois cursos para inscri¢ao, indicando uma preferéncia.

Até 2014, a primeira fase do Vestibular consistia de uma tnica prova dividida

em duas partes,

e Redagao: composta de duas propostas de textos a serem desenvolvidos pelos candi-

datos.

e Conhecimentos Gerais: composta de varias questoes de multipla escolha sobre as
areas do conhecimento desenvolvidas no ensino médio, isto é, matematica, biologia,

quimica, fisica, historia, geografia, lingua portuguesa, literatura portuguesa e inglés.

O candidato precisa ser aprovado nesta primeira fase para continuar no pro-
cesso seletivo. A segunda fase consiste de cinco exames especificos relativos as areas de
conhecimento, ciéncias humanas, ciéncias da natureza e matematicas, junto com exames

das linguas portuguesa e inglesa.
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Quando as provas sao corrigidas, elas recebem uma nota bruta. Essas notas
variam entre 0 e 96 em cada prova. Porém, para calcular a classificacao das duas fases e
a classificacao final dos candidatos nao sao utilizadas as notas brutas, mas sim as notas
padronizadas. A padronizagao consiste em uma mudanca de escala baseada na média e
no desvio padrao de cada prova. A padronizacao evita que uma prova muito dificil num
determinado ano faca diferenca no desempenho dos candidatos daquele ano. Este processo
de padronizagdo, ocorre tanto na primeira quanto na segunda, fase e atribui 500 pontos a
nota média de cada prova e 100 pontos para cada desvio padrdo. A formula geral da nota
padronizada para cada questao é a seguinte,
(N — M) x 100 N

DP

onde N representa a nota bruta do estudante na prova, M representa a média geral de

NP = 200

todos os candidatos na questao e DP o desvio padrao correspondente.

A classificacdo da primeira para a segunda fase se faz por cursos. Sao convoca-
dos os candidatos que optaram pelo curso em questao em primeira opgao e que obtiveram
nota igual ou superior a nota minima exigida pelo curso na prova da primeira fase (esta
nota pode variar de 450 a 600 pontos). O nimero de convocados serd no minimo trés vezes

e no maximo de seis vezes o numero de vagas de cada curso.

Cada curso tem até duas provas consideradas prioritarias. Para cada prova
prioritaria é atribuido um peso, que é utilizado no calculo da Nota Padronizada por
Opcao (NPO) e a Nota Minima de Opgao (NMO), que sdo utilizadas entre os critérios de

classificacao e convocacgao dos candidatos em cada opcao.

Finalmente, é calculada uma pontuacao geral NPO, que é a média ponderada
das notas padronizadas dos candidatos nas provas, para cada um dos cursos aos que o
estudante esta aspirando. A nota final do estudante para cada uma das suas opc¢oes, vai
depender da ponderagao das provas consideradas prioritarias (que é diferente em cada

curso). Aquelas provas que nao sao prioritarias em cada curso tém a seguinte ponderagao,

e Peso 0,5 (meio): para a prova de lingua inglesa;
e Peso 1 (um): para as provas lingua portuguesa e matematica;

e Peso 2 (dois): para as provas da primeira fase, ciéncias humanas e artes, ciéncias da

natureza e a prova de habilidades especificas (se houver).

Em cada curso, serao convocados por ordem decrescente de NPO os candidatos

que optaram pelo curso em primeira opgao, e que obtiveram nota padronizada nas provas
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prioritarias maior ou igual as NMO estabelecidas.

Desta descrigcao, temos que é muito importante para a Comissao Permanente
para os Vestibulares (CONVEST), contar com uma ferramenta efetiva de classificagdo
destinada a selecionar o pessoal melhor preparado. Com esse propésito, uma das questoes
de interesse que abordaremos, é determinar como se relaciona o resultado de um individuo
em cada prova com o seu desempenho como estudante ativo da UNICAMP. Mais especi-
ficamente, analisaremos o rendimento geral e na disciplina de Célculo I dos alunos das
areas de Exatas e Engenharia. O rendimento geral vai se medir a partir do Coeficiente de
Rendimento (CR), que é o indice que mede o desempenho académico do aluno ao longo de
seu curso e € assim calculado,

Z?=1 N;C;
1037, C;

onde N; é a nota obtida na i-ésima disciplina dentre as n disciplinas cursadas e C; é

CR = (4.1)

numero de créditos correspondentes a i-ésima disciplina.

4.1.1 Analise exploratéria de dados

Um primeiro passo na anélise que pretendemos implementar é conhecer mais
um pouco a natureza, e as carateristicas das variaveis envolvidas no problema. Contamos
com uma base de dados com 6073 registros que correspondem a todos os alunos que
ingressaram nos cursos oferecidos nas areas de Exatas e Engenharia entre os anos 2011 e
2014. Desses 6073, contamos com 4560 registos de notas em MA111-Calculo 1. Na Tabela

1 encontramos a descricao de todas as variaveis incluidas na base de dados mencionada.

Tabela 1 — Descri¢ao das variaveis

Variavel Descrigao
ANO_ING | Ano de ingresso
ENS Tipo de ensino medio recebido (publico ou nao)
AREA Area do curso matriculado (Exatas ou Engenharia)
NPT Nota padronizada para o curso matriculado
VF1 Nota Vestibular UNICAMP - la Fase

CH Nota Vestibular UNICAMP - Ciéncias Humanas
CN Nota Vestibular UNICAMP - Ciéncias da Natureza
PT Nota Vestibular UNICAMP - Portugués
ING Nota Vestibular UNICAMP - Inglés
MA Nota Vestibular UNICAMP - Matematica

CR1 CR do ingressante no semestre 1
MA111 Nota obtida na disciplina Céalculo I

Comecemos descrevendo as variaveis do Vestibular e do rendimento no pri-

meiro semestre para cada uma das varidveis categdricas, Ano e tipo de ensino medio (ENS).
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Figura 11 — Boxplots das notas do Vestibular, o coeficiente de rendimento e a nota em
MAT111 para cada um dos anos(2011, 2012, 2013, 2014).

Na Figura 11, encontramos os boxplot de todas as varidveis para cada ano
da analise. Em geral, nao se observam diferencias claramente significativas, embora se
percebem algumas diferencias sobretudo na variabilidade. Entao, inicialmente poderiamos
considerar os dados sem discriminar pelo ano de ingresso do estudante. Isto sugere, que
apesar das mudancas que existem no contetido das provas, estas conservam uma estrutura
basica que é constante neste periodo de anos.

Uma histéria diferente pode-se observar na Figura 12, onde vemos que em geral para
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Figura 12 — Boxplots das notas do Vestibular, o coeficiente de rendimento e a nota em
MAT111 por tipo de ensino.

todas as variaveis, o pessoal que recebeu educagao numa instituicao de ensino nao publico
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obteve melhores resultados que o pessoal proveniente do ensino publico. Para nossa analise,
no entanto, vamos desconsiderar esta diferenca, mesmo cientes de que ela existe, dado que

o Vestibular como ferramenta de medigdo nao faz esta distingao.

Dado que nosso objetivo é analisar a relagdo entre pares de varidaveis, formados
pelas combinagoes de cada uma das provas do Vestibular e as nossas variaveis de interesse,
isto é, o CR e a nota em MA111, uma forma de descrever esta relacao é descrevendo a
dependéncia probabilistica entre essas variaveis, razao pela qual estamos considerando as
copulas como ferramenta de analise. A forma mais simples de dependéncia que conhecemos
¢é a dependéncia linear, que pode ser medida a partir do coeficiente de correlagao de

Pearson, como visto no Capitulo 1.

300 S00 700 400 800 200 300 500 700 0.0 02 0.4 08 08 1.0
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Figura 13 — Matriz de correlagdo das variaveis do Vestibular, o coeficiente de rendimento
e a nota em Calculo I.

Da Figura 13 podemos destacar que as variaveis que tem maior relacao de
dependéncia (linear) com o CR sdao CN, MA e NPT. Este resultado é esperado, dado que
para a maioria dos cursos considerados, CN e MA sao as areas de conhecimento que se
relacionam diretamente com as disciplinas oferecidas por estes. Também, podemos observar
que CN ¢ a variavel que tem mais peso na NPT. Um cenario parecido, encontramos com
respeito a varidavel MA111, onde de novo se destacam as variaveis CN, MA e NPT. Além
disso, vemos que a correlacao linear entre CR e MA111 é muito alta, refletindo a impor-
tancia que esta disciplina tem como medida do desempenho académico dos estudantes.
Infelizmente, pela forma em que sdo suminitrados os dados, nao podemos excluir a nota

em MA111 do CR e dada a alta correlagao entre eles, temos uma alta probabilidade de

200 600
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que as analises sejam muito parecidas.
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Figura 14 — Densidades bivariadas associadas aos pares (U, V') formados pelas provas do

Vestibular e o CR.

Para a nossa metodologia de copulas, precisamos dar uma ideia da distribuicao
bivariada associada a cada par de variaveis, fato que vai nos ajudar na hora de selecionar
um conjunto de copulas possiveis. Mais especificamente, gostariamos observar a densidade
correspondente aos pares da forma (U, V), onde U = F(X), V = G(Y), X ¢ alguma das
variaveis do Vestibular, Y é o CR ou a nota de Calculo I-MA111, e F' e G sao as fungoes

de distribuicao univariadas de X e Y respectivamente.

Das Figuras 14 e 15, podemos dizer que estas densidades apresentam dois
maximos, um para valores altos de ambas varidveis e outro para valores pequenos de ambas
variaveis. Isto, tanto para os casos com CR quanto para os casos com MA111, pelo que

deveremos procurar que as copulas selecionadas tenham esta carateristica.
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Figura 15 — Densidades bivariadas associadas aos pares (U, V') formados pelas provas do
Vestibular e a nota de MA111.
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4.2 Escolha de um conjunto de cépulas

Nesta secao, vamos discutir um pouco mais os resultados obtidos na se¢ao
anterior e procuraremos dentre as opc¢oes propostas no Capitulo 1, algumas fungoes que

satisfacam as nossas necessidades.

Da nossa andalise exploratoria, concluimos que uma boa cépula para os dados
que estamos considerando, deveria ser capaz de modelar a presenca de dois maximos junto
com uma tendencia a que um deles seja maior (assimetria). Este tipo de comportamento,
pode-se encontrar em fungoes bivariadas com se¢des polinomiais. Em particular, poderiamos
considerar um polinémio de grau 3 e usar a teoria descrita na Secao 1.9.2.3, especificamente
as copulas descritas a partir das equagoes (1.22) e (1.23) correspondentes a duas cépulas
de se¢do cubica. Relembrando estas duas familias de cépulas, consideramos a cépula Cgeq

(cHpula de segao cubica em U e quadratica em V') como sendo,
Cscr(u,v) = wo+uv(l —u)(1 —v)[a(l —u)+ Bu],

onde —1 < «, < 1. Esta copula se caracteriza por ser assimétrica. Com respeito a
dependéncia, temos que quando o =  a relacao entre as variaveis é positiva, caso contrario
dita relagdo ¢ negativa. De forma mais geral, podemos considerar uma cépula com sec¢oes
cibicas em ambas varidveis, Cisco (cépula segao cubica tanto em U quanto em V') como

sendo,
Csco(u,v) = wv+uv(l —u)(1 —v)[(a—0b)v(l —u)+ 0]
onde b <le[b—3—(9+6b—30")"|/2<a<1.
E facil ver, que a familia de cépulas de secao quadratica FGM é caso especial

quando a = (3, para a Cscq, pelo que também vamos considera-la. A expressao matematica

para a copula Crgys vem dada por,
Crom(u,v) = uv+yuv(l —u)(l —v)
com v € [—1,1].
Em capitulos anteriores descrevemos uma familia de cépulas chamada de familia
Sarmanov. No artigo de 7?7 se exibem varios exemplos de generalizacoes desta familia,

entre eles encontramos uma que é também uma cépula de segdo cibica. Seja Cs uma

copula dada pela seguinte expressao,

Cy(u,v) = wo[l + Mu? +0* — v — 1)]
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onde —0.5 < A < 0.25.

Pensando no tipo de dependéncia, podemos considerar alguma copula da classe
arquimediana. Na Figura 13 observamos que, pelo menos no caso linear, a relacao de
dependéncia entre as variaveis é sempre positiva. Este fato faz sentido dado que em geral
esperamos que uma pessoa com boas notas nas provas do Vestibular tenha um bom
rendimento como estudante universitario. Nesse sentido, a melhor opcao é a familia Frank,
que ¢é capaz de modelar dependéncia positiva de forma flexivel, ou seja, tanto se é muito

forte quanto se ¢ muito fraca. Seja Cy uma cépula definida por,

Ce(u,v) = —;ln (1 + (6_ - (_612 (_e;)” — 1))

com # € R\{0}. Embora, a Frank seja muito flexivel no sentido da dependéncia, ela exige
que esta tenha simetria radial, isto ¢, mesma magnitude de dependéncia entre valores
grandes das duas variaveis e pequenos das mesmas. Nos dados, o comportamento tende
a ser de dependéncia mais forte no extremo superior da diagonal principal do que no
extremo inferior, pelo que gostariamos de incluir algum fator de assimetria. Desta forma,
vamos considerar uma soma convexa entre a Cy e a C,, dado que esta ultima é a mais

assimétrica de todas as consideradas anteriormente. Entao, seja C'ts a copula,
Crs(u,v) = uCy(u,v) + (1 — p)Cs(u, v)

com p € [0,1].

4.3 Ajuste de copulas

Para o ajuste, usamos estimacao baseada na teoria de analise Bayesiana exibida
no Capitulo 3. Nesta se¢ao, vamos a apresentar os calculos para cada uma das seis copulas
selecionadas na secao anterior, detalhando o processo e os resultados obtidos. Os dados que
vamos a utilizar correspondem ao 80% dos dados originais, ou seja 4858 observagoes no caso
do CR, e 3648 no caso da nota em MA111. Isto, com o propésito de usar o 20% restante

em cada caso para, a partir de inferéncia preditiva, selecionar o melhor modelo em cada caso.

Para nossas estimagdes, vamos considerar uma funcao perda escalonada, pelo
que o nosso processo de estimacao se reduz a um problema de maximizagao. Para todos os
casos, consideramos a log posterior (o logaritmo natural da densidade a posteriori), como
a funcdo a ser maximizada. A expressao da log posterior é a seguinte,

4858

log[m(8lu,v)] oc log(m(6)) D log[f (us, vil)],

i=1
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onde a f(u;,v;]0), para o nosso contexto de copulas, é a densidade da cépula
que pretendemos estimar. Os graficos destas log posteriores, para os casos das copulas

Csc1, Csc2, Cs, Cram e Cy, podemo ser encontrados no Anexo B.

431 Cépula Cygcr

Para comecar com nossos cédlculos, vamos definir uma distribuicao a priori
para os parametros. Neste caso, como —1 < a < 1e —1 < 8 < 1, poderiamos pensar
em distribui¢oes uniformes U(—1, 1) para cada um deles. Além disso, vamos supor por

simplicidade que « e [ sao independentes. Definimos entao,

- ()

se a, f € [—1,1]. A expressao andlitica desta copula vem dada pela equagao ?77. Para a

verossimilhancga temos a seguinte expressao,

4858

Lo, Blu,v) = [0 = (B = 3u)u; + a(u; — 1)(3u; — 1)) (20; — 1)),

i=1
pelo que a densidade a posteriori é,

4858

i=1
e finalmente a log posterior,

4858

log[m (e, Blu,v)] o —log(4) Z log [1 = (B(1 = 3ui)u; + au; — 1)(3u; — 1)) (20 — 1)].

Usando métodos computacionais para otimizar a funcao correspondente a cada par de

variaveis analisadas, e obtivemos os resultados apresentados na Tabela 2.

Tabela 2 — Valores estimados de « e § para a cépula Cseq (u,v)

CN CH PT ING MA VFI NPT

cp @] 09999 1 1 0,099 1 0,097 0,9999
310,9999 0,9995 0,9995 0,6628 0,9999 1 1

VAl @ 09995 109411 0999 09995 1 09995
Bl 1 09999 08553 05113 1 09999 1

Em geral, podemos considerar que as estimacoes da Tabela 2 sao coerentes
com a ideia de que a relacao entre as varidveis do Vestibular e, o coeficiente de rendimento
CR e a nota em Célculo I-MA111 é positiva, isto dado que em quase todos os casos o = [

aproximadamente.
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4.3.2 Cépula CSCQ

Para definir uma distribuicao a priori para os parametros a e b, devemos
considerar que existe uma relacao entre eles, pois [b—3 — (9 + 6b — 3b2)1/2] /2<a<]1.
Dado que |b| < 1, poderfamos assinar uma uniforme U(—1,1) como na cépula anterior,
¢ definir a distribui¢do de a como sendo U([b—3 — (9 + 6b — 3b2)1/2] /2,1), pelo que sua

densidade conjunta poderia se escrever,

@ = (2 : _ !
0= 2 b —3—(9+6b—302)12]/2  b—3— (9+6b—302)/2
para a € [[b—3— (9+6b— 3b2)1/2] /2,1] e b € [-1,1]. A expressAo desta cépula foi

apresentada no Cépitulo 2 na equacao ??. Para a verossimilhanca temos,

4858
L(a,blu,v) = H (1 —a(u; —1)(3u; — D)v;(3v; — 2) + b(1 + 3(u; — L)vy) (1 — v; + u(3v; — 2))),
i=1
pelo que a densidade a posteriori se escreve,
1 4858
m(a, blu,v) o< e 056 3R ]1 [1— a(u; — 1) (3u; — Dvy(3v; —2) +

b(1 + 3(u; — 1)v)(1 — v + u;(3v; — 2))],

e finalmente a log posterior,
4858

log[m(a,blu,v)] o« —log([b—3—(9+6b— 3b2)1/2]) Z log[1 — a(u; — 1)(3u; — 1)v;(3v; — 2) +
i-1

De novo, a partir de métodos computacionais, otimizamos a fungao correspondente a cada

par de variaveis analisadas, e obtivemos os resultados apresentados na Tabela 3.

Tabela 3 — Valores estimados de a e b para a cépula Cgoa(u, v)

CN CH PT ING MA VFI NPT

cg 4 L 1 1 1 1 09847 1
bl 1 1 1 0,8 1 1 1

VAl @] 1 084 06435 09389 1 1 1
bl 1 1 1 07358 1 1 1

Note que neste caso, vemos que na Tabela 3 as estimagoes para quase todos
os pares de varidveis considerados sao iguais a 1, pelo que esta familia de cépulas esta
sugerindo que uma mesma copula consegue modelar as relagoes entre as diferentes variaveis,
mas isto nao faz sentido porque pelo menos na relagao linear existe uma clara diferenca
como visto na Figura 13. Também, podemos dizer que o fato de a = b = 1, onde 1 é
o maximo valor possivel quando a relagao entre as variaveis é positiva, sugere que essa
relagao ¢ igual o maior do que a méaxima relacdo modelavel a partir desta familia de

coOpulas.
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4.3.3 Coépula Sarmanov

Neste caso, a definicao da distribui¢do a priori é muito mais simples do que no
caso anterior, dada a condi¢ao —0.5 < A < 0.25, podemos considerar uma U(—0.5,0.25)
cuja densidade é,

m(A) = 3

se A € [0, 5;0,25]. Para a verossimilhanga, consideramos a anélise feita na Segao 3.2,
especificamente a equacgao ??, que para nosso caso fica

4858
L(AJu,v) = [0+ AM3uf + 30} — 9ufvf — 1)]

i=1

pelo que a densidade a posteriori se escreve,

4 4858
T(A|u,v) o (3) n |1+ A(3uf + 3v] — 9uiv} —1)],

i=1
e finalmente a log posterior,

4858
log|m(A|u,v)] o —log(0.75) Z log [1+ A(3uf + 30} — 9ujv; — 1)].

i=1
Neste caso, todas as estimacodes sao negativas, ou seja, A < 0 e segundo o estabelecido

Tabela 4 — Valores estimados de X para a copula Cy(u,v)

CN CH PT ING MA VF1 NPT
A CR -0,4999 -0,4999 -0,4665 -0,3568 -0,4999 -0,4999 -0,4999
A MA111 | -0,4999 -0,4517 -0,3516 -0,2875 -0,4999 -0,4775 -0,4999

por [Bairamov et al., 2011] isto implica que todos estes pares tém dependéncia possitiva
(0 < pc <0,375).

4.3.4 Cépula FGM

Da mesma forma como feito com a copula Sarmanov, a distribuicao a priori

neste caso seria uma U(—1,1) com densidade,

se v € [—1,1]. Para a verossimilhancga temos,

4858
L(vy|u,v) = H (14 ~(1 = 2v; — 2u; + 4u;)),

i=1

pelo que a densidade a posteriori se escreve,

1 4858
m(y|u,v) o (2) E [1+~(1 —2v; — 2u; + 4uv;)],



Capitulo 4. Aplicagdo 74

e finalmente a log posterior,

4858

log[m(y|u,v)] o —log(2) Z log [1 4+ (1 — 2v; — 2u; + 4u;v;)].
i—1

Vemos nesse caso, que a maioria das estimacgoes sao iguais a 0,9999 isto é porque esta

Tabela 5 — Valores estimados de «y para a cépula Crgp(u, v)

CN CH PT ING MA VF1 NPT
4 CR 0,9999 0,9999 0,9999 0,8977 0,9999 0,9999 0,9999
4 MA111 | 0,9999 0,9999 0,9020 0,8196 0,9999 0,9999 0,9999

copula serve para modelar dependéncias fracas, e para alguns dos nossos pares de variaveis
sabemos que pelo menos a sua correlagao linear é maior do que o maximo que consegue
modelar a copula FGM (0,33). No entanto, consideramos esta copula porque temos algumas

variaveis cuja dependéncia pode ser desse tipo.

4.35 Coépula Frank

Para as copulas desta familia, a escolha da distribuicao a priori nao é tao
imediata como para as outras copulas que estamos considerando. Sabemos que o pardmetro
0 pode ser qualquer nimero real menos o zero, o que nos faz considerar alguma distribuicao
continua com dominio em R. Entdo, vamos considerar uma distribuicdo normal N (0, 0? =

5), restringindo-a para que # nao possa ser igual a zero. Entao consideramos a densidade,

7(0) = ——— exp{—6%/10},

£/ 27(5)

se 0 # 0. Para a verossimilhanga temos,

4858 O(14ui+v;) —
be ("~ 1)
L@uw,v) =[] [(eewﬁvi) — e (efui 4 efvi — 1))2] |

i=1

pelo que a densidade a posteriori se escreve,

1 ) 4858 Pef(1+uitvi) (e _ 1)
7T(0|U,U) oC (\/ﬁ) eXp{ 9 /10} H O(u;i+v;) _ 60 (eeul + 691)1 _ 1)) ’

e finalmente a log posterior,

_02 4858 [ 969(1+u¢+v¢) ( 0 1) ]
log[m(0]u,v)] lo )
g[ ( | Z 9 ef (witvi) ef (€6u1 + efvi — ]_))

Desta copula sabemos que quanto maior é #, mais relacionadas em sentido
positivo estao as varidveis analisadas. Assim, podemos dizer a partir da Tabela 6 que as

variaveis mais relacionadas, tanto com o CR quanto com a nota em MA111, sdo: NP, CN
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Tabela 6 — Valores estimados de ¢ para a cépula C(u,v)

CN CH PT ING MA VF1 NPT
6 CR 4,3626 3,1 2,0827 1,9267 4,1049 3,2292 4,5266
0 MA111 | 4,7089 2,8468 1,9984 1,7755 4,5361 3,0529 4,7288

e MA, e a menos relacionada é ING. Também, poderiamos comparar estes resultados com
os obtidos no caso da FGM devido a que esta ultima é uma aproximacao de primeira
ordem da Frank. Nesse sentido, temos que para ambos casos as estimacoes dos respectivos
parametros sao possitivas pelo que a relagao entre todos os pares de variavéis é possitiva,
mas no caso da Frank as estimativas sao mais variadas devido a que é capaz de perceber

correlagoes mais fortes do que a FGM.

4.3.6 Cépula Frank Sarmanov

Dado que esta copula é uma soma convexa de duas coOpulas analisadas ante-
riormente, vamos usar os resultados que ja foram obtidos para simplificar a analise. Se
consideramos que os trés parametros deste modelo sao independentes, e que \ e 0 tém as

mesmas distribuigoes a priori definidas nos casos individuais da Sarmanov e a Frank, entao

r(0.0,) = (g‘) (110) exp{—6/10},

quando € € R\{0}, A € [-0,5;0,25] e u € [0, 1], supondo que a distribui¢do a priori para u
é uniforme U(0,1). Para a verossimilhanca temos,

4858 Q€6(1+ui+vi) (69 _ 1)

L0, Alu,0) = [[m

1 (69(u¢+v¢) _ 69 (eeui 4 e@vi _ 1))

pelo que a densidade a posteriori se escreve,
4858 0(1+u;+v;) (0 _
fe e’ —1
exp{—6°/10} | | u ("=1)
(10) 1 (69(ui+vi) — et (eeui 4 efvi — 1))
(1 —p) (14 A3Buj + 307 — Juiv} — 1)),

7T(07 s >‘|u) U) s

2+

e finalmente a log posterior,

_(92 4858 969(1+Ui+vi) 66 -1

72[09[“ s +vi) _ o0 9( 9.) 2
10 = (efuitve) — ef (efui + efvi — 1))

(1= p) (1 + A(Bu] + 307 — 9ujv? —1))].

loglr (0, i, Alu,v)] o -

Neste caso, temos que os parametros # e A vao ter a mesma interpretacao que
nos casos individuais das cépulas Cy e C, respectivamente. Na Tabela 7, observamos que

no caso de # a maioria das estimacgoes sao maiores as obtidas para a Cy, mas a ordem de

5+ (1—p) (14 A3uf + 307 — 9ujv} — 1)),
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Tabela 7 — Valores estimados de 6, 1 e A para a copula Cfs(u, v)
| CN CH PT ING MA  VF1I NPT

0 52148 34196 28555 1,9210 5,0265 3,9330 6,2322

CR 4 07370 0,6821 0,6740 0,9953 0,7022 0,5503 0,6388
A -0,4979 -0,4802 -0,4432 -0,4532 -0,4727 -0,4993 -0,4999

0 49342 30318 21101 2,5981 4,5640 3,0875 4,8359

MAI1l 4 09772 0,9659 0,6740 0,7911 0,9997 0,9975 0,9853
A 0,2443 02443 0,248 02272 0,138 0,218  0,2254

maior a menor se mantem, tanto para o CR quanto para MA111. No caso de A, vemos
que estas estimagoes apresentam mais variabilidade que as obtidas para a copula Cy, mas
o sinal segue sendo negativo e a magnitude muito proxima de —0.5, pelo que seguimos
considerando uma relacao positiva entre as variaveis do Vestibular e, tanto o CR quanto a
nota em MAT111.

Pelo lado de pu, temos que é o pardametro que nos reflete o peso de cada cépula
considerada da seguinte forma: se 1 é muito préximo de 1 entdo diremos que nao faz muito
sentido incluir a s na andlise, enquanto que se p ¢ muito proximo de 0 entdao poderiamos
tdesconsiderar a C'y. Na Tabela 7, vemos que o inico valor que se acha em algum dos casos
extremos mencionados anteriormente é o p = 0,9953, no caso do CR (correspondente
ao par (ING,CR)), pelo que poderiamos considerar nesse caso um ajuste apenas com a
Cy. No caso da nota em MA111, observamos que a maioria de valores de ;v estao muito
proximos de 1 (exceto para os pares (PT, M A111) e (ING, M A111)).

4.4 Selecao da melhor cépula: CR

Na secao anterior, ajustamos cada uma das nossas opgoes de familias de copulas
a todos os pares formados entre as variaveis do Vestibular e, o CR e a nota em MA111.
Este ajuste nao é mais que a eleicao de uma cépula representante de cada uma das seis
familias que escolhemos na Secao 4.2, ou seja, temos seis modelos possiveis para cada um
dos sete pares de varidveis (no caso do CR) e devemos selecionar aquele que seja melhor

em cada caso.

No Capitulo 4, definimos diferentes critérios a partir dos quais identificar
quando um modelo é melhor do que outro. Nesta se¢ao vamos fazer uso desses critérios,
tanto graficos quanto numéricos, para selecionar uma cépula para cada um dos sete pares

de variaveis.
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4.4.1 Ciéncias da Natureza

Copula 5C1 Copula SC2

Copula FGM Copula Sarmanov

Copula Frank Copula Frank Sarmanov

Figura 16 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de

(CN,CR) para cada um dos modelos possiveis.

O nosso objetivo é encontrar o melhor ajuste para este par de variaveis dentre

aqueles feitos na Secao 4.3. Um melhor ajuste serda aquele cujo comportamento seja mais

semelhante com o comportamento amostral dos dados, pelo que vamos comecar analisando

a Figura 16, onde as linhas pretas representam os contornos da cépula ajustada em cada

caso, e a area sombreada representa a cépula empirica associada a (CN,CR).
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Figura 17 — Boxplots probabilidades P(G(CR) = G(0.7)|F(CN)) calculadas a partir do
ajuste das copulas.

Desta figura, podemos dizer que os contornos das cépulas Cscq, Cseoo € Cram
sao praticamente os mesmos, pelo que analisar um é equivalente a analisar os trés, e
encontramos que o grafico correspondente nao é apropriado, dado que nos extremos inferior

direito e superior esquerdo, a copula empirica decresce muito mais rapido do que o ajuste
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sugere. E claro, que o pior modelo neste sentido é a cépula Sarmanov, dado que nio
consegue modelar o que acontece quando ambas das variaveis (CN, C'R) tomam valores
pequenos. Finalmente ficamos com as cépulas, Cy e Cfs, que pelo menos graficamente nao
sao claramente diferenciaveis. Agora vamos analisar a capacidade que tem as copulas para

modelar o valor de uma probabilidade.

A Figura 17 mostra os boxplot da probabilidade P(G(CR) = G(0.7)]u; <
F(CN) < ugy) , onde (ug,us) sdo os intervalos formados pelos quartis (0 — Q1, Q1 —
@2, Q2 — Q3,Q3 — 1) e o ponto vermelho é o valor amostral da probabilidade. Dado que
na analise da Figura 16 encontramos que as copulas Csc1, Csca, Cran € Cs nao sao ade-
quadas, unicamente analisaremos os boxplot correspondentes aos modelos Frank e Frank
Sarmanov. Vemos que, embora sendo muito parecidos, os boxplot do modelo Frank Sarma-

nov tem mediana mais perto do ponto vermelho para a maioria dos intervalos considerados.

Tabela 8 — Distancias entre copula empirica e a preditiva C' caso (CN, CR)

Cépula C Csc1 | Cser Cy Crem | Cf Cys
D, Hellinger | 1,057 | 1,0567 | 1,0565 | 10587 | 0,4875 | 04422
D. Kolmogorov | 0,0519 | 0,0519 | 0,0585 | 0,0519 | 0,0173 | 0,0148

A Tabela 8, mostra as distancias de Hellinger e Kolmogorov entre a cépula
empirica e sua correspondente preditiva. De novo, para ambos os casos, as distancias

minimas sao obtidas para os modelos Frank e Frank Sarmanov.

Finalmente, para selecionar entre estes dois modelos (dado que um é caso
especial do outro), vamos utilizar o FBST para testar as hipéteses Hy : u = 1 vs
H, : n # 1. Para isto, vamos simular por MCMC uma amostra aleatéria de 1000 valores da
(0, 1, ) e calcular a log posterior para todos os (6, i1, A) tais que p = 0,95 e selecionamos
© como sendo o maximo valor da log posterior nesse subconjunto. Assim, o nosso k vai
ser a probabilidade de encontrar na log posterior da nossa amostra, valores maiores ou
iguais a ¢. Dessa forma achamos que k = 0,976 e entao e-valor=1— 0,976 = 0,033 pelo

que temos evidéncia suficiente para rejeitar Hy e concluir que o melhor modelo para o par
(CN,CR) é Cy,.
4.4.2 Ciéncias Humanas

Seguindo a mesma sequéncia de andlise feita para o caso anterior, apresentamos

as Figuras 18 e 19, e a Tabela 9.
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Copula 5C1

Copula FGM Caopula Sarmanov

Copula Frank Copula Frank Sarmanov

Figura 18 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de
(CH,CR) para cada um dos modelos possiveis.

Para este caso (Figura 18), encontramos um cenério parecido com o achado
para (CN,CR), no sentido das cépulas Cger, Csca € Craar, pois o grafico é igual para
as trés. De novo a copula Cy é a pior de todas, mas dessa vez d& para perceber uma
diferenga entre os graficos dos modelos Frank e Frank Sarmanov, sendo este tltimo um

pouco mais apropriado dado que reflete a assimetria entre os extremos da diagonal principal.
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Figura 19 — Boxplots probabilidades P(G(CR) = G(0.7)|F(CH)) calculadas a partir do

ajuste das copulas.

Com respeito a Figura 19, vemos claramente que os modelos Frank e Frank

Sarmanov sao os melhores, observando-se que o ultimo melhora o ajuste da probabilidade

no intervalo )1 <

F(CH) < Q..
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Tabela 9 — Distancias entre copula empirica e a preditiva C' caso (CH, CR)

Cépula C Csc1 | Csea Cy Crom Cy Cys
D. Hellinger 0,5583 | 0,5618 | 0,6431 | 0,5623 | 0,2584 | 0,2596
D. Kolmogorov | 0,0362 | 0,0362 | 0,0395 | 0,0362 | 0,0181 | 0,0181

A partir da Tabela 9, podemos afirmar que em termos da distancia de Hellinger
que o melhor modelo ¢ o modelo Frank. No caso da distancia de Kolmogorov, vemos que
os valores para as copulas Cy e Cf, sao iguais, pelo que nao podemos dizer qual deles é

melhor usando esse critério.

Até o momento temos que, tanto C'y quanto C'y, sao boas op¢oes. Em termos da
probabilidade da Figura 19 e das curvas de nivel da Figura 18, escolherfamos o modelo C's,
cuja expressao ¢ mais complexa que para C, que segundo a distancia de Hellinger é melhor
do que Cf,. Para finalmente decidir entre estas duas opg¢oes, usemos a metodologia do
FBST para testar as hipoteses Hy : u =1 vs H, : p # 1, seguindo o mesmo procedimento
feito no caso (C'N,C'R). Como obtemos k = 1, o e-valor é nulo, e concluimos que a melhor

copula para este caso é Cls.

4.43 Inglés

No caso da Figura 20, que dessa vez todos os graficos sao diferentes, e de novo
o correspondente a Cy tem o pior ajuste de todos. Também, podemos observar que os
graficos das Cgoo € Crgar sao os que menos refletem a imagem dos dados, por causa de

assimetria destes. Portanto, vamos ficar por enquanto com as coépulas Cgcq, Cf e Cys,.

No caso da Figura 21 a andlise ¢ mais complexa, dado que nao ¢ possivel
visualizar qual modelo é o melhor, pois todos parecem estar razoavelmente perto dos
valores das probabilidades calculadas nas observacoes. No entanto, o grafico correspondente
a Cscp mostra que os pontos vermelhos estao quase todos acima de mediana dos boxplot,

pelo que diremos que segundo este critério a copulas C'sc; € melhor modelo.
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Figura 20 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de

(ING,CR) para cada um dos modelos possiveis.
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Figura 21 — Boxplots probabilidades P(G(CR) = G(0.7)|F(ING)) calculadas a partir do
ajuste das copulas.

Tabela 10 — Distancias entre copula empirica e a preditiva C' caso (ING,CR)

Cépula C CSCl CSCQ Cs CFGM Cf Cfs
D. Hellinger | 0,2671 | 0,2014 | 0,4843 | 0,288 | 0,2952 | 0,2868
D. Kolmogorov | 0,0208 | 0,0230 | 0,0419 | 0,0223 | 0,0177 | 0,0188
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Com respeito a Tabela 10, temos uma decisao por cada distancias, segundo a
distancia de Hellinger o melhor modelo corresponde a cépula Cseq, enquanto que para a
distancia de Kolmogorov o melhor modelo é a copula de Frank. Finalmente, concluimos que

a copula C'so1 € o modelo escolhido pois, na maioria dos casos teve os melhores resultados.

444 Matematica

Copula 5C1

Copula FGM Copula Sarmanov

Copula Frank Copula Frank Sarmanov

Figura 22 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de
(M A, CR) para cada um dos modelos possiveis.
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Comegando com a analise dos graficos de contorno da Figura 22, encontramos
um cendrio similar ao encontrado no caso de (CN,CR), isto é, as copulas Csc1, Csoa,
Crau e Cs podem ser desconsideradas, dado que nenhuma parece se ajustar bem aos
dados e por isso continuamos a nossa analise para as copulas C'y e Cfs.
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Com respeito a Figura 23, diremos que nao da para perceber uma diferenca
entre o modelo Frank e Frank Sarmanov, mas ¢é claro que com respeito aos outros, esses

sao os melhores modelos.

Pelo lado da Tabela 11, diremos que no caso da distancia de Hellinguer o melhor
modelo seria a copula Frank Sarmanov, enquanto que no caso da distancia de Kolmogorov

diremos que o melhor modelo seria a cépula de Frank.

Tabela 11 — Distancias entre copula empirica e a preditiva C' para (M A, CR)

Coépula C Csc1 | Cser Cy Crem | Cf Cys
D. Hellinger 1,0108 | 1,0112 | 1,0292 | 1,0132 | 0.4295 | 0,3995
D. Kolmogorov | 0,0362 | 0,0362 | 0,0453 | 0,0362 | 0,0189 | 0,0198

Dado o resultado achado no céalculo das distancias, vamos testar as hipoteses
Hy:p=1vs H, : p # 1, seguindo o mesmo procedimento do FBST. Assim, obtemos
k = 1 pelo que nosso e-valor é nulo, e finalmente decidimos que o melhor modelo é a

copula Cy,.

4.45 Portugués

Para este caso, temos que de novo as copulas Cseq, Csca € Craar apresentam o
mesmo grafico e mais uma vez nao é o adequado por causa da simetria. Como em todos os
casos anteriores, a copula de Sarmanov é a que apresenta pior ajuste. Dado que a copula
de Frank decresce nos extremos superior esquerdo e inferior direito de forma mais parecida

aos dados, diremos que segundo este critério a copula Cy é o melhor modelo.

Dos gréficos da Figura 25, podemos dizer que em todos os casos os pontos
vermelhos estao bem perto das medianas dos boxplot. No entanto, destacamos que nos
casos das cépulas C,,Cr e Cy,s 0s pontos ficam dentro das caixas em todos os intervalos,

sendo a C}s a que parece dar um melhor ajuste.
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Figura 24 — Gréfico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e emplrica de
(PT,CR) para cada um dos modelos possiveis.
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Figura 25 — Boxplots probabilidades P(G(CR) = G(0.7)|F(PT)) calculadas a partir do

ajuste das copulas.

Respeito as distancias, temos uma tnica decisao, dado que para ambos cédlculos

a melhor cépula é a cépula de Frank.

Entao, mais uma vez devemos selecionar entre a copula de Frank e a copula
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Tabela 12 — Distancias entre copula empirica e a preditiva C' para (PT, CR)

Cépula C 0501 OSCZ Os OFGM Cf Cfs
D. Hellinger | 0,3694 | 0,3714 | 0,5319 | 0,3724 | 0,2224 | 0,222
D. Kolmogorov | 0,0283 | 0,0425 | 0,0585 | 0,0283 | 0,0161 | 0,0203

Frank Sarmanov. Usando o FBST para testar as hipéteses Hy : p =1vs Hy :p # 1l e
segundo o procedimento descrito para o caso (C'N, C'R), obtivemos um « = 0,821. Entao, o
e-valor=1—-0,821 = 0,179 e dado que nossa evidéncia a favor de Hy é pequena, decidimos

que o melhor modelo ¢ a cépula Cl.

4.4.6 \Vestibular Fase 1

Os graficos de contorno (Figura 26) para este caso, sugerem desconsiderar mais
uma vez as copulas Csor, Csoa € Cranr, por causa da simetria, e a Cy por que é o pior
ajuste. Desta vez, os graficos das cépulas Cy e Uy, sao claramente diferentes, sendo o
correspondente a Cy aquele que parece se ajustar melhor. Os graficos das probabilidades,
Figura 27, sugerem que tanto C; quanto Cys dao bons resultados, mas nao é possivel
selecionar apenas um modelo segundo este critério, porque nao dé para perceber diferengas

entre eles.

Segundo o critério das distancias, temos dois modelos possiveis, a cépula Cy e

a copula C',.

Tabela 13 — Distancias entre copula empirica e a preditiva C para (VF1,CR)

Cépula C CSCl CSCQ Cs CFGM Cf Cfs
D. Hellinger 0,6544 | 0,6614 | 0,681 | 0,6553 | 0,3994 | 0,3632
D. Kolmogorov | 0,0208 | 0,0230 | 0,0419 | 0,0223 | 0,0177 | 0,0188

Agora, vamos selecionar entre a cépula de Frank e a cépula Frank Sarmanov.
De novo, usamos o FBST para testar as hipoteses Hy : p =1 vs H, : 1 # 1 e obtivemos um
k =1 pelo que nosso e-valor é nulo e dado que nossa evidéncia estd contra Hy, decidimos

que o melhor modelo ¢é a copula Cl,.
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Figura 26 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de

(VF1,CR) para cada um dos modelos possiveis.
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Figura 27 — Boxplots probabilidades P(G(CR) = G(0.7)|F(V F'1)) calculadas a partir do

ajuste das copulas.
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447 Nota Padronizada

Copula SC1 Copula SC2

Copula Frank Copula Frank Sarmanov

Figura 28 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de
(NPT, CR) para cada um dos modelos possiveis.

Finalmente selecionemos o melhor modelo para a nota padronizada (NPT).
Com respeito a Figura 28, encontramos um cendrio parecido com o achado para os casos
(CN,CR) e (MA,CR), onde é claro que os melhores ajustes se ddo para as copulas Cy e
Cs.
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Figura 29 — Boxplots probabilidades P(G(CR) = G(0.7)|F(NPT)) calculadas a partir do
ajuste das copulas.

Analisando as distancias, tanto a distancia de Hellinger quanto a distancia de

Kolmogorov sugerem que o melhor modelo seria a copula Cys,.

Nos graficos da Figura 29 ¢é claro que os melhores modelos sao as copulas Cy e
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Tabela 14 — Distancias entre cépula empirica e a preditiva C' para (NPT, CR)

Cépula C Csc1 | Csea Cy Crom Cy Cys
D. Hellinger 1,1485 | 1,1508 | 1,156 | 1,1513 | 0,5246 | 0,4829
D. Kolmogorov | 0,0605 | 0,0605 | 0,0571 | 0,0605 | 0,0337 | 0,0308

CYs, devido a que nesses casos os pontos vermelhos estao dentro das caixas em pelo menos
trés dos quatro intervalos de F'(NPT). Embora as diferencas entre Cy e Cys ndo sejam
tao facilmente identificdveis a partir do grafico, podemos dizer que para este critério a Cf

¢ o melhor modelo.

Verifiquemos que nossa escolha é a melhor. Dado que a cépula Cy é um caso
especial e mais simples da CY,, consideramos as hipoteses Hy : p =1 vs Hy 1 pp # 1
e usamo a metodologia proposta para o uso do FBST para testa-las. Apds os célculos
correspondentes, encontramos que k = 1, pelo que o nosso e-valor é nulo e concluimos que
nao temos evidéncia a favor da Hy. Finalmente, selecionamos a C'y; como o melhor modelo

neste caso.

45 Selecao da melhor cépula: MA111

Seguindo com a metodologia proposta no Capitulo 3, e da mesma forma como
fizemos na Secao 4.4, vamos selecionar dentre as seis copulas possiveis aquela que apresenta
melhor ajuste para cada par de variaveis formado entre as provas do Vestibular e a nota
em MA111-Calculo 1.

451 Ciéncias da Natureza

Nesta oportunidade, vamos a apresentar graficos andlogos aos apresentados

para cada prova do Vestibular da Secao 4.4. Inicialmente temos a Figura 30.

O pior modelo neste sentido é a cépula Sarmanov, dado que nao consegue
modelar o comportamento da densidade conjunta das varidveis (C'N, M A111) quando
tomam valores pequenos. Finalmente ficamos com as copulas, C'y e C}s, que pelo menos
graficamente nao sao claramente diferenciaveis. Agora, vamos analisar a capacidade que

tem as copulas para modelar o valor de uma probabilidade.

A Figura 31 mostra os boxplot da probabilidade P(G(MA111) = G(5)|u; <
F(CN) < uy), onde lembramos que o ponto vermelho é o valor real de dita probabilidade.

Temos que, em geral, nenhum dos modelos conseguiu modelar inteiramente a probabilidade
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de interesse, mas, os boxplot dos modelos Frank e Frank Sarmanov, tém mediana que
coincide com o ponto vermelho no intervalo 0 — ()1, e para os outros intervalos, a mediana

estda mais perto do ponto vermelho do que para os outros modelos.

Copula 5C2

Copula 5C1

Céopula FGM Copula Sarmanov

Copula Frank Copula Frank Sarmanov

30 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de

Figura
(CN, M A111) para cada um dos modelos possiveis.
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Figura 31 — Boxplots probabilidades P(G(M A111) = G(5)|F(CN)) calculadas a partir
do ajuste das copulas.

Tabela 15 — Distancias entre c6pula empirica e a preditiva C' caso (CN, M A111)

C(')pula C 0501 CSCQ CS CFGM Cf Cfs
D. Hellinger 1,11 | 1,111 | 1,2227 | 1.113 | 0,3397 | 0,3357
D. Kolmogorov | 0,073 | 0,073 | 0,083 | 0,073 | 0,0303 | 0,0303
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A Tabela 15, mostra as distancias de Hellinger e Kolmogorov entre a copula
empirica e sua correspondente preditiva. Usando o critério da distancia minima, os modelos

escolhidos sdao Frank e Frank Sarmanov.

Finalmente, para selecionar entre estes dois modelos, vamos utilizar um FBST
para testar as hipdteses Hy : u =1 vs H, : u # 1, como explicado na Segao 4.4. Dessa
forma encontramos que K = 0,001 e o e-valor= 1 — 0,001 = 0,999 pelo que ndo temos

evidéncia suficiente para rejeitar a hipétese nula e concluimos que o melhor modelo para o

par (CN, MA111) é Cy.

452 Ciéencias Humanas

Para esta variavel podemos afirmar, a partir da Tabela 16 que, em termos da
distancia de Hellinger, o melhor modelo é o Frank Sarmanov. No caso da distancia de
Kolmogorov, vemos que o valor para as cépulas Cy e Cy, é igual, pelo que nao podemos

dizer qual deles é melhor usando esse critério.

Tabela 16 — Distancias entre copula empirica e a preditiva C' caso (CH, M A111)

Coépula C Cscr | Cseo Cs Creom | Cy Crs
D. Hellinger 0,0742 | 0,5928 | 0,7877 | 0,5768 | 0,3449 | 0,3387
D. Kolmogorov | 0,0434 | 0,0434 | 0,0558 | 0,0434 | 0,0293 | 0,0293

Temos da Figura 32, que os graficos correspondentes as copulas Cseoq, Cson €
Cram sao equivalentes e mais uma vez a copula C é a pior de todas. Dos modelos Frank
e Frank Sarmanov podemos dizer que, embora sendo diferentes entre eles sdo coerentes

com a densidade empirica.

Na Figura 33, vemos que unicamente os modelos Frank e Frank Sarmanov
conseguem que pelo menos uma das caixas contenha o ponto vermelho, mas como para a
varidvel anterior o ajuste para os intervalos @1 < F(CH) < Q2 e Q2 < F(CH) <1 segue

sem ser satisfatério.
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Copula 5C1 Copula SC2

Copula FGM Cépula Sarmanov

Copula Frank Cépula Frank Sarmanov

Figura 32 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de
(CH, MA111) para cada um dos modelos possiveis.

Seguindo todos os critérios, temos que qualquer um dos modelos Frank ou Frank
Sarmanov é adequado, mas até o momento nao conseguimos estabelecer uma diferenca
clara entre eles. Para finalmente escolher uma destas opgoes, vamos usar a metodologia do
FBST para testar as hipéteses Hy : u =1 vs H, : u # 1, seguindo o mesmo procedimento
feito para os casos da Secdo 4.4. E assim, como obtemos £ = 0,002 pelo que nosso

e-valor= 0,998 e concluimos que a melhor coépula para este caso é CY.



Capitulo 4. Aplicagdo

100

04 05 06 07 08 08 10

03

04 05 08 07 08 08 10

03

04 05 06 07 08 08 10

03

P(G(MA111)>G(5)|F(CH)) Cépula SC1

et
L[]
=——
—
L]
T T T
<Q1 Q1-a2 Q2<
F(CH)

P(G(MA111)>G(5)[F(CH)) Cépula FGM

—
.
=
_
.
T T T
<1 Qt-az Q2<
F(CH)

P(G(MA111)>G(5)|F(CH)) Cépula Frank

—_—
L]
=

%

5

T T T

=Q1 Q1-Q2 Q2<
F(CH)

04 05 06 07 08 08 10

03

04 05 08 07 08 08 10

03

04 05 06 07 08 08 10

03

Figura 33 — Boxplots probabilidades P(G(M A111)

do ajuste das copulas.
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4.5.3 Inglés

Copula SC1 Copula SC2

Caopula FGM Copula Sarmanov

Copula Frank Copula Frank Sarmanov

Figura 34 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de
(ING, M A111) para cada um dos modelos possiveis.

Neste caso, vemos na Figura 34, que é claro que o pior ajuste é aquele corres-
pondente ao modelo Sarmanov, isto porque as curvas de nivel desse grafico mostram uma
assimetria extrema que nao mostram os dados. Podemos dizer que os dados presentam uma
assimetria sim, mas é leve pelo que escolheriamos a copula Cso1 por enquanto, embora os

modelos Frank e Frank Sarmanov também parecem coerentes.
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Figura 35 — Boxplots probabilidades P(G(M A111) = G(5)|F(ING)) calculadas a partir

do ajuste das copulas.

Na Figura 35, encontramos que a tnica copula cujo ajuste da probabilidade

condicional é claramente insatisfatério é a cépula de Sarmanov, isto porque o seu grafico é

0 unico onde os pontos vermelhos nao coincidem com nenhum dos boxplot. Os outros sao

todos parecidos, pelo que é dificil identificar unicamente uma cépula como a melhor de
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todas. No entanto, poderiamos dizer que o melhor é o modelo Csca, porque dois dos trés

pontos vermelhos caem dentro dos boxplot correspondentes.

Dados os resultados obtidos das distancia da Tabela 17, podemos dizer que
tanto para a Hellinger quanto a Kolmogorov as copulas com menores distancias sao a
Csc1, Frank e Frank Sarmanov, as mesmas escolhidas a partir dos gréaficos da Figura 34.

Nesse sentido, diremos que o melhor modelo sera aquele mais simples de implementar.

Tabela 17 — Distancias entre copula empirica e a preditiva C' caso (ING, M A111)

Cépula C Csc1 | Csca Cs | Cram | Cf Cs
D. Hellinger 0,2875 | 0,3433 | 0,5294 | 0,3437 | 0,3184 | 0.2887
D. Kolmogorov | 0,031 | 0,0336 | 0,0453 | 0,0342 | 0,0293 | 0,0293

Para finalmente escolher uma destas opgoes, vamos primeiro usar a metodologia
do FBST para testar as hipoteses Hy : =1 vs H, : u # 1, para saber se podemos ficar
apenas com o modelo Frank. Assim, como obtemos xk = 0,878 o e-valor= 1—0, 878 = 0, 122,
pelo que é melhor ficar com o modelo Frank Sarmanov e portanto, como este tem mais

parametros do que o modelo Cg¢q, concluimos que a melhor coépula para este caso é Cgoq.

4.5.4 Matematica

Para matematica temos, em termos das distancias da Tabela 18, que no caso
da distancia de Hellinguer o melhor modelo seria a cépula Frank Sarmanov, enquanto que

no caso da distancia de Kolmogorov diremos que o melhor modelo seria a cépula de Frank.

Tabela 18 — Distancias entre cépula empirica e a preditiva C' para (M A, M A111)

Cépula C CSCI Cscz Cs C'FGM Cf Cfs
D. Hellinger 1,17 | 1,171 | 1,2936 | 1,1723 | 0,4212 | 0,417
D. Kolmogorov | 0,066 | 0,066 | 0,075 | 0,066 | 0,0238 | 0,0227

Olbservando os gréaficos de contorno da Figura 36, encontramos um cendrio
similar ao encontrado no caso de (CN, M A111), ou seja, as cépulas Cscr, Csce, Cran €
Cs podem ser desconsideradas, dado que nenhuma parece se ajustar bem aos dados, pelo

que continuamos a nossa analise para as copulas C'y e C/s.
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Copula 5C1

Copula FGM
Copula Sarmanov

Copula Frank Copula Frank Sarmanov

Figura 36 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de
(M A, MA111) para cada um dos modelos possiveis.

Com respeito a Figura 37, temos que o melhor ajuste, no sentido dessa pro-
babilidade de interesse, é dado por os modelos Frank e Frank Sarmanov, devido a que
correspondem aos unicos graficos onde pelo menos um dos pontos vermelhos esta dentro

das caixas dos boxplot.
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Figura 37 — Boxplots probabilidades P(G(MA111) > G(5)|F(MA)) calculadas a partir
do ajuste das copulas.

Dado o resultado achado no calculo das distancias, vamos testar as hipéteses
Hy:p=1vs H, : i # 1, seguindo o mesmo procedimento do FBST. E assim, como
obtemos xk = 0,002 pelo que nosso e-valor= 0, 998, e finalmente decidimos que o melhor

modelo ¢é a cépula C'y.
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4.5.5 Portugués

Copula SC1 Copula SC2

Copula FGM Copula Sarmanov

Copula Frank Copula Frank Sarmanov

Figura 38 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de
(PT, M A111) para cada um dos modelos possiveis.
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Figura 39 — Boxplots probabilidades P(G(M A111) = G(5)|F(PT)) calculadas a partir do

ajuste das copulas.

A partir da Figura 38, temos que mais uma vez o pior ajuste é dado pela C.

Dessa vez podemos dizer que, os graficos correspondentes as cépulas Csor e Cgoo sd0

equivalentes, mas o ajuste nao parece o melhor. Sob este critério, o ajuste mais coerente

graficamente, ¢ aquele dado pelas cépulas Cy e Cy,. Dos gréficos da Figura 39, podemos
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dizer que em geral nenhum dos ajustes é satisfatorio.

Com respeito as distancias, temos uma tnica decisdao, dado que para ambos os

calculos a melhor cépula é a cépula de Frank Sarmanov.

Tabela 19 — Distancias entre copula empirica e a preditiva C' para (PT, M A111)

Cépula C Csc1 | Cse Cy Crem | Cf Cys
D, Hellinger 0,3237 | 0,306 0,568 | 0,3228 | 0,2682 | 0,2683
D. Kolmogorov | 0,0185 | 0,0185 | 0,0327 | 0,0214 | 0,024 | 0,0217

Entao, mais uma vez estamos na duvida entre a cépula de Frank e a copula
Frank Sarmanov. Usando o FBST para testar as hipdteses Hy : p = 1vs H, : p # 1
e segundo o procedimento descrito para o caso (CN,CR) na Segdo 4.4 obtivemos um
k = 0,001, entao o e-valor=1— 0,001 = 0,999, indicando forte evidéncia a favor da Hy e

por isso decidimos que o melhor modelo é a cépula C.

456 \Vestibular Fase 1

Os graficos de contorno (Figura 40) para este caso, sugerem desconsiderar as
copulas Csor, Cseoa € Craur, pois neles o decrescimento nos extremos superior esquerdo e
inferior direito é lento, contrario ao mostrado pelos dados. Também desconsideramos a
C porque ¢ o pior ajuste. Desta vez, os gréficos das copulas Cy e Cfs sao praticamente
equivalentes, pelo que podemos dizer que o melhor ajuste é um deles mas nao podemos
especificar qual. Os graficos da Figura 41 sugerem que os modelos Cy e Cs dao os melhores
resultados, mas nao é possivel selecionar apenas um modelo segundo este critério, porque

nao da para perceber diferencas entre eles.

Segundo o critério das distancias, o melhor modelo em ambos os casos ¢ a

copula Cj.

Tabela 20 — Distancias entre copula empirica e a preditiva C' para (VF1, M Al111)

Cépula C Csc1 | Cseo Cs | Crem | Cf Crs
D. Hellinger 0,6969 | 0,7014 | 0,8729 | 0,7004 | 0,3791 | 0,3862
D. Kolmogorov | 0,049 0,049 | 0,0601 | 0,0488 | 0,025 | 0,0252

Dado que segundo todos os critérios a cépula de Frank é a vencedora, selecio-

namos este modelo como o melhor para este caso.
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Copula FGM Copula Sarmanov

Copula Frank Copula Frank Sarmanov

Figura 40 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de
(VF1,MA111) para cada um dos modelos possiveis.
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Figura 41 — Boxplots probabilidades P(G(M A111) = G(5)|F(V F1)) calculadas a partir
do ajuste das copulas.

457 Nota Padronizada

Finalmente fazemos a andlise para a nota padronizada (NPT). Olhando a
Figura 42, encontramos um cendrio parecido a dos (CN, M A111) e (M A, M A111), onde
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é claro que os melhores ajustes se dao para as copulas Cy e Cy,.

Copula 5C1 Copula 5C2

Copula FGM Copula Sarmanov

Copula Frank Copula Frank Sarmanov

Figura 42 — Grafico de contorno das densidades conjuntas ajustadas e empirica de
(NPT, M A111) para cada um dos modelos possiveis.

Nos graficos da Figura 43, é claro que os melhores modelos sao as copulas Cy
e Cy,, porque unicamente nesses casos pelo menos um ponto vermelho estd dentro do
boxplot correspondente. Embora as diferencas entre Cy e Cts nao sejam tao facilmente
identificaveis, podemos dizer que a C'y é o melhor modelo, pensando em que pelo menos a

partir deste critério o incremento no niimero de pardmetros nao fez muito diferenca.
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Figura 43 — Boxplots probabilidades P(G(M A111) = G(5)|F (N PT)) calculadas a partir

do ajuste das copulas.

Com respeito as distancias, tanto a distancia de Hellinger quanto a distancia

de Kolmogorov sugerem que o melhor modelo seria a cépula Cf;.

A partir dos critérios, a melhor escolha é Cfy, mas dado que a cépula Cf é
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Tabela 21 — Distancias entre copula empirica e a preditiva C' para (NPT, M A111)

Cépula C 0501 OSCZ Os OFGM Cf Cfs
D. Hellinger 1,21 | 1,2109 | 1,3245 | 1,2124 | 0,377 | 0,3702
D. Kolmogorov | 0,0763 | 0,0763 | 0,0836 | 0,0763 | 0,0289 | 0,0277

um caso especial e mais simples da Cfs e que a estimativa do parametro i ¢ 0,9853,
consideremos as seguintes hipoteses Hy : p =1 vs H, : p # 1 e as testamos usando a
metodologia proposta para o uso do FBST. Apoés os calculos correspondentes, encontramos
que k = 0,001 com o e-valor= 0,999 e concluimos que temos evidéncia a favor da Hy, e

nos levando a selecionar a C'y como o melhor modelo neste caso.

4.6 Interpretacao de resultados

Resumindo os resultado encontrados nas secoes anteriores, apresentamos as
Tabelas 22 e 23 contendo também as medidas de concordancia, tanto amostrais quanto as

calculadas a partir da copula ajustada para cada caso, tanto para o CR quanto para a
nota em MA111-Caélculo I.

Tabela 22 — Resultados CR

Variavel Coépula (parametros) Peop PN Teop TN
Ciéncias da Natureza  Frank Sarmanov (5,21 ; 0,74 ;-0,5) 0,58 0,59 0,41 0,41
Ciéncias Humanas Frank Samanov (3,42 ; 0,68 ;-0,48) 0,45 045 0,31 0,31
Inglés Cscr (0,99 5 0,66) 0,28 0,3 0,18 0,21
Matematicas Frank Sarmanov (5,03 ; 0,7 ;-0,55) 0,55 0,56 0,39 0,39
Portugués Frank Sarmanov (2,86 ; 0,67;-0,48) 0,41 0,38 0,28 0,26
Vestibular Fase 1 Frank Sarmanov (3,93 ; 0,55 ; -0,47) 0,48 0,48 0,33 0,33
Nota Padronizada Frank Sarmanov (6,23 ; 0,6388 ; -0,5) 0,61 0,6 0,43 0,42
Tabela 23 — Resultados MA111
Variavel Cépula (pardmetros) pep PN Teop TN
Ciéncias da Natureza Frank (4,71) 0,62 0,61 044 0,43
Ciéncias Humanas Frank (2,85) 0,43 0,42 0,29 0,29
Inglés Cser (0,99 0,51) 028 027 018 0,19
Matematicas Frank (4,54) 0,61 0,6 043 0,42
Portugués Frank (1,99) 0,32 0,32 0,21 0,22
Vestibular Fase 1 Frank (3,05) 0,45 045 0,31 0,31
Nota Padronizada Frank(4,73) 0,62 0,61 0,44 043

Das Tabela 22 e 23, podemos concluir que apenas as variaveis Ciéncias da

Natureza (CN), Matemédticas (MA) e Nota Padronizada (NPT), apresentam medidas de
concordancia superior ao 0,5 e, portanto, sdo aquelas que tém uma relacao mais forte com
o CR e a nota em MA111-Calculo I.
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Estamos considerando conjuntamente as areas de Exatas e Engenharia, mas
dado que encontramos que em ambos casos as variaveis mais relacionadas sao CN e MA,
poderiamos perguntar se existe diferenca entre a nota nestas provas de alunos de cada

uma de estas areas.
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Figura 44 — Boxplot das variaves CN, MA e NPT por area.

Nesse sentido, vemos na Figura 44 que os alunos pertencentes a cursos da area
de Engenharias presentam uma maior variabilidade, ou seja, a amplitude de valores das
notas obtidas por este grupo é maior que para o caso da area de exatas. Embora os alunos
de exatas presentam uma amplitude de notas menor, a maioria dos estudantes dessa area
obtiveram notas menores que os alunos de engenharias, pelo que poderiamos sugerir fazer

a mesma analise, mas dessa vez para cada area em separado.

Além disso, se estamos interessados em alguns cursos especificamente, e dado
que ja identificamos as variaveis CN, MA e NPT como as mais importantes, poderiamos
analisar e comparar estas varidveis a partir de um grafico como os apresentados pela Figura
45. Nessa Figura, temos os boxplot dos estudantes da licenciatura em matematica, do
cursao (o curso que inclui todas ciéncias) e todos os demais cursos incluindo aqueles que

sao da area de engenharia.

Dessa comparagao, podemos concluir que os alunos que entraram no cursao
foram melhores nas duas provas analisadas e na nota padronizada final, do que os alunos
que entram na licenciatura. Dado que a ementa da disciplina de Célculo I é a mesma para
todos cursos, poderiamos dizer que os alunos do curso de licenciatura em matematica

estao em desvantagem con respeito aos outros cursos.
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5 Conclusoes

O objetivo desta dissertacao foi estabelecer uma metodologia de estimagao
Bayesiana para copulas bivariadas e ilustrar a partir de uma aplicagdo como implementé-la.
Nesta secao, vamos apresentar as conclusoes que surgem a partir dos resultados obtidos

no Capitulo 4 e algumas recomendagoes para trabalhos futuros.

5.1 Conclusodes Gerais

Sobre a metodologia, encontramos que pelo menos para as copulas consideradas,
a escolha de uma distribuicao a priori é simples, quando ¢ baseada apenas no conhecimento
do dominio dos paradmetros, no entanto, nao foi possivel achar distribui¢oes conjugadas de
forma direta, devido a complexidade das expressoes das verossimilhancas. Nesse sentido,
dada a forma das densidades das copulas, a definicao de distribui¢oes conjugadas é um

problema de alta dificuldade nesse contexto.

Com respeito a estimacao, encontramos que os calculos sao de pouco custo
computacional, mesmo com um volume de dados acima da 3000 observacoes, e portanto,
tentar trabalhar com mais do que 6 familias de copulas é bem possivel. No entanto, na
hora de comparar modelos a partir dos calculos das probabilidades condicionais, implicou
um custo computacional maior do que realizar conjuntamente o ajuste e os demais calculos

comparativos como as distancias, as distribuicoes preditivas e o e-valor.

Falando especificamente das distiicias, encontramos que a distancia de Kolmo-
gorv geralmente nao percebe diferengas entre modelos, quando um é caso particular de
outro, mesmo como no caso das copulas Frank e Frank Sarmanov, onde o e-valor estabelece
que existe diferencia entre eles. Portanto concluimos que, em termos de comparacao a

partir de distancias, a distancia de Hellinger é o melhor critério.

Com respeito a andlise dos dados, encontramos que as variaveis do Vestibular
mais relacionadas com o coeficiente de rendimento (CR) de um aluno sao Ciéncias da
Natureza (CN), Matematicas (MA) e a Nota Padronizada (NPT). Embora nao seja uma
surpresa que esta ultima seja a mais relacionada, encontramos que a diferenca entre as
medidas de concordancia obtidas para NPT e para CN é bem pequena. Assim, concluimos
que o desempenho de um estudante no seu primeiro semestre estd mais fortemente

relacionado com seu desempenho na prova de CN no Vestibular.

No caso da andlise para a variavel nota em MA111-Céalculo I, encontramos
que em geral o ajuste nao é tdo bom como para o caso do CR, devido a que, pelo

menos em termos da probabilidade condicional, nenhum dos modelos conseguiu reproduzir
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exatamente o comportamento da probabilidade encontrada na amostra. No entanto, com
base nos modelos escolhidos para cada variavel, chegamos a uma conclusao semelhante
a obtida para o CR, isto é, de novo as variaveis mais relacionadas com o rendimento no

primeiro semestre do aluno, medido a través da nota em Célculo I, foram CN, MA e NPT.

5.2 Trabalhos futuros

A partir da anélise feita neste trabalho surgem algumas perguntas que podem
servir de base para trabalhos futuros. Uma primeira recomendacao, é tentar estabelecer um
melhor representante do que a nota padronizada NPT, ja que o propédsito de estabelecer
uma medida como esta, é resumir o conhecimento integral do aluno. Porém na pratica
vemos que trabalhar a partir desta variavel nao faz muita diferenca com trabalhar apenas

com a nota na prova de Ciéncias da Natureza.

Outro aspecto interessante, é o que acontece com o comportamento da proba-
bilidade condicional P(V > 5lul < U < u2) nos ajustes para a varidavel MA111-Célculo
I, onde encontramos que o melhor modelo escolhido em cada caso, consegue reproduzir
a probabilidade amostral com sucesso apenas para o primeiro intervalo (até o primeiro
quartil). Embora, para alguns casos, no ultimo intervalo dos modelos escolhidos os boxplot
estao perto da probabilidade condicional amostral (ponto vermelho). Esse sendnrio deseja-
vel nunca acontece quando a nota na prova do Vestibular analisada esta entre o primeiro
e segundo quartil, pelo que uma sugestao ¢ considerar uma soma ordinal de copulas e
tentar ajustar uma copula com parametros diferentes para cada um dos trés intervalos

considerados.
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ANEXO A - Graficos de algumas cépulas

comuns

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 46 — Graficos de contorno e superficie da densidade de duas copulas gaussianas
para diferentes valores de p
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Figura 47 — Gréficos de contorno e superficie da densidade de duas copulas t-Student com
v = 1 gl para diferentes valores de p
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Superficie theta=1.05 Contorno theta=1.05

Superficie theta=2 Contorno theta=2

Figura 48 — Graficos de contorno e superficie da densidade de duas copulas Gumbel para
diferentes valores de 6.
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Figura 49 — Graficos de contorno e superficie da densidade de duas cépulas Clayton para
diferentes valores de 6.
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Figura 50 — Graficos de contorno e superficie da densidade de duas cépulas Frank para
diferentes valores de 6.
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ANEXO B - Graficos densidade log

posterior
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Figura 51 — Densidades log posterior dos pardmetros de cada cépula no caso (C'N, C'R)
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Figura 54 — Densidades log posterior dos parametros de cada cépula no caso (M A, CR)
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Figura 55 — Densidades log posterior dos parametros de cada cépula no caso (PT,CR)
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Figura 57 — Densidades log posterior dos pardmetros de cada cépula no caso (NPT, CR)
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B.2 Ajustes com a nota em MA111
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Figura 58 — Densidades log posterior dos parametros de cada cépula no caso (CN, M A111)
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Figura 59 — Densidades log posterior dos parametros de cada cépula no caso (CH, M A111)



ANEXO B. Grificos densidade log posterior 137

logPosterior 5C1 logPosterior S5C2

- =00 .
_ - = e
) !

0&
g

beta
, EII-'-'I
LA
b
1 I:Il

L= Lt
o T T T T o T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.2 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
alpha a
logPosterior Sarmanov logPosterior FGM
=
[}
— g T
% 8 % 9
o e = -
= o]
[
= =
l:l':.:.i I I I [ [ [ [ [ [
-0.4 0.2 0.0 0.2 -1.4 -0.5 0.0 1.5 1.0
lambda gamma

logPosterior Frank

D 23
a 9 ]
g =]
=l
[}
=g
".I? I I I I 1
-10 5 0 5 10
theta

Figura 60 — Densidades log posterior dos parametros de cada copula no caso

(ING, MA111)
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Figura 61 — Densidades log posterior dos parametros de cada cépula no caso (M A, M A111)
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Figura 62 — Densidades log posterior dos pardmetros de cada cépula no caso (PT, M A111)
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Figura 63 — Densidades log posterior dos parametros de cada cépula no caso



ANEXO B. Grificos densidade log posterior 141

logPosterior 5C1 logPosterior S5C2
T ’ N ey e
% 1 \Q % i ‘*h_—___iil:;g_:
= " o ]
m -1 i =
E 3 = E
= Lo ]
o 7 o 7]
& &
] | ] ] ] ] 1 ] | 1
0.85 0.80 0.95 1.00 0.85 0.50 0.95 1.040
alpha a
logPosterior Sarmanov logPosterior FGM
o
8 - 2 ]
=t
- [
B o - %
L= o o
= o]
]
= =
o 1
o T T T T T T T T T
-04 0.2 0.0 s -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
lambda gamma

logPosterior Frank

=2000
1

[ogF
1

-5000
1

theta

Figura 64 — Densidades log posterior dos parametros de cada copula no caso
(NPT, MA111)
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