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ABSTRACT

This study consists in exploring probability with its different approaches, introducing in the high
schools the concept of subjective probability, a main topic in several areas, such as medicine,
engineering, management among others. The textbooks and handouts, mostly of the times, show
only the classical probability. The subjective approach of probability and theory of decision is
made through practical, activities, leading the students to reflexion and new questions. They deal
also with interdisciplinarity with other areas of knowledge. It is an innovative and challenging
work, since subjective probability and theory of decision are not subjects of the mathematics
curriculum in high school. It is expected that this material can be helpful for supporting teachers
who believe they must go beyond the contents proposed by the usual curriculum and consider the

integral formation of their students.

Keywords: Decision Tree, Probability, Subjective Probability, Theory of Decision, Theory of
Utility.

RESUMO

Este estudo consiste em explorar probabilidade com suas diferentes abordagens e introduzir, no
ensino médio, conceitos de probabilidade subjetiva e teoria da decisdo. Tem por objetivo salientar
a importancia do ensino de probabilidade, tépico utilizado em diversas dreas, como medicina,
engenharia, administracdo entre outras. Sabe-se que este tema, infelizmente, é pouco visto no
ensino fundamental e médio. Os livros didaticos e apostilas, na maioria das vezes, apresentam
somente probabilidade cldssica. A abordagem da probabilidade subjetiva e da teoria da decisdo €
feita através de atividades praticas, levando os alunos a reflexdo e novos questionamentos.
Propde-se também interdisciplinaridade com outras dreas do conhecimento. E um trabalho

inovador e desafiador, j4 que probabilidade subjetiva e teoria da decisdo ndo sdo assuntos do

curriculo de Matemdtica para o ensino médio. Espera-se que este material sirva de apoio para
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professores que acreditam que devem ir além dos contetdos propostos pelo curriculo comum

e valorizam a formacao integral de seus alunos.

Palavras — chave: Arvore da Decisdo, Probabilidade, Probabilidade Subjetiva, Teoria da

Decisdo, Teoria da Utilidade.
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“Que tamanho tem o seu universo?
O universo tem o tamanho do seu mundo.
Que tamanho tem o seu mundo?
Tem o tamanho dos seus sonhos.”

Augusto Cury
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CAPITULO 1

PREFACIO

Este trabalho tem por objetivo apresentar probabilidade e suas diferentes interpretacdes, bem
como inserir no curriculo do Ensino Médio a teoria da decisao.

O estudo de probabilidade, até entdo, tradicionalmente trabalhado no Ensino Médio, foi aos
poucos introduzido nos curriculos do Ensino Fundamental, no bloco Tratamento da Informacao, devido
a sua grande importancia no contexto atual. O cédlculo de probabilidade se destaca cada vez mais em
nosso cotidiano e os principios probabilisticos tem se tornado instrumento de trabalho para muitas dreas
do conhecimento, ja que diversos fendmenos sdo tratados como experimentos aleatorios.

O curriculo comum do ensino médio desenvolvido atualmente nas escolas brasileiras, em
especial nas escolas publicas, apresenta somente a concepg¢ao laplaciana de probabilidade, limitando-se
o estudo aos casos nos quais se supde a equiprobabilidade.

A finalidade desta dissertacdo do Mestrado Profissional de Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT) ¢ oferecer ao professor um material que apresente as diferentes abordagens de
probabilidade, considerando em alguns momentos os contextos histéricos, dando espago ao lidico e as
atividades diversificadas. Inserimos também a concepcdo subjetivista de probabilidade, a teoria da
decisao e a relacdo com a Estatistica. Queremos proporcionar ao aluno um modo diferente de
aprendizagem, baseado ndo apenas no tradicionalismo em que o aluno é o receptor das ideias e
conceitos passados pelo professor. Percebemos no mundo atual a necessidade de um ensino mais eficaz,
atrativo, chamativo para o aluno. Sem deixar de lado os conceitos e formalismos necessarios para a
aprendizagem do contetdo, porém inserindo atividades ludicas e questionadoras, no qual hé espago para
discussdo e entretenimento. Estabelecemos também a relacdo entre a Matemdtica e outras areas do
conhecimento, favorecendo uma formacao interdisciplinar.

No Capitulo 2, percorremos a histéria apresentando um resumo de todo o desenvolvimento do
célculo de probabilidade, dos jogos de azar a probabilidade moderna. A Historia da Matematica
propicia a relacdo da matemadtica a vida cotidiana, revelando ao aluno outra forma de poder ver e

entender essa disciplina. Em todos os momentos da histéria e em todas as civilizagdes, as ideias



matematicas estdo presentes. Ao aliar historia e matemdtica verificamos que a matemdtica € uma
construcdo humana que foi desenvolvida ao longo do tempo.

No Capitulo 3, apresentamos os conceitos bdsicos para o estudo de probabilidade, como espago
amostral, eventos e experimento aleatério. Abordamos aqui as diferentes concepcdes de probabilidade.
Apresentamos a probabilidade cldssica ou laplaciana que define probabilidade como a razdo entre o
nimero de casos favordveis em relacdo ao ndmero de casos possiveis, desde que todos os resultados
sejam igualmente provéveis; a probabilidade cldssica € a apresentada nos livros diddticos para o Ensino
Médio. A abordagem axiomética ou formal construida por Kolmogorov é por um sistema de axiomas e
um conjunto de definicdes e teoremas deduzidos deles. Mostramos a concepc¢do frequentista, na qual, a
probabilidade emerge de uma experimentacdo em que os experimentos sdo realizados repetidas vezes.
A probabilidade geométrica € apresentada entre grandezas de mesma natureza, por meio de
comprimentos, area ou volumes. Por fim, a interpretacdo de probabilidade subjetiva, onde a
probabilidade expressa o grau de infomacdo pessoal. Descrevemos cada uma das interpretacdes de
modo a oferecer ao professor uma ampla concepcao e compreensdo da linguagem do célculo de
probabilidades. Deve ficar claro que, apesar de cada interpretacdo apresentar a probabilidade do seu
modo, nao ha um conceito mais correto do que o outro, pois todas elas satisfazem as mesmas regras
basicas. Para cada experimento verificamos que uma ou outra abordagem pode ser a mais adequada
para o entendimento do problema. Alguns experimentos probabilisticos podem ser modelados
convenientemente por um espaco de probabilidade uniforme, enquanto que outros por um espaco de
probabilidade frequentista. Ha problemas em que podemos casar frequéncias experimentais e a teoria
classica. Ha outros nos quais o conflito entre as tendéncias subjetivista e cldssica pode ser resolvido por
meio de um conceito frequentista através de uma simulagdo. O modelo de probabilidade a ser
empregado em determinada situacdo particular deve ser tarefa que os proprios alunos poderdo investigar
juntamente com o professor. Ai estd a oportunidade de oferecer aos alunos a possibilidade de
experimentar, explorar, discutir e trocar ideias.

O conceito de probabilidade condicional merece destaque e por esse motivo foi desenvolvido
com mais detalhe no Capitulo 4. Fazemos uma ligacdo da probabilidade condicional com outras areas
do conhecimento, em especial com testes de diagndstico clinico. Chamamos a atengdo do leitor para o
possivel uso da probabilidade condicional em situagdes do cotidiano, onde vérias vezes o teorema de
Bayes pode ser usado para atualizar nossa informagdo sobre certo fendmeno. O teorema de Bayes €
aplicado em duas situagdes como exemplo que podem ajudar o professor a um melhor entendimento do

conceito tedrico.



No Capitulo 5 introduzimos teoria da decisdo. Propomos um desafio ao professor do Ensino
Meédio, ja que esse assunto ndo faz parte do curriculo basico comum. A relacdo da teoria da decisdo
com a probabilidade subjetiva pode ajudar o aluno a desenvolver uma melhor compreensdo do tépico
probabilidade. Num mundo globalizado, onde as mudangas ocorrem a todo o momento e, as decisoes,
muitas vezes, devem ser pensadas tdo rapidamente quanto as informagdes que chegam até nés, faz-se
necessdrio o entendimento da teoria da decisdo. Os conceitos relacionados a teoria da decisdo ajudam-
nos a fazer escolhas coerentemente. Neste capitulo trazemos o problema dos cupcakes. Elaboramos esse
problema tendo como base situacdes comuns em sala de aula de ensino médio, principalmente quando
os alunos se unem para arrecadar certa quantia em dinheiro na busca de uma almejada viagem de
formatura. Desse modo, chamamos a atencdo dos alunos para um assunto que é de interesse. A
resolucdo desse problema é apresentada de forma detalhada e de facil entendimento, possibilitando a
compreensdo e a assimilagdo de todos os critérios envolvidos numa escolha. Nesse problema tratamos
das agdes possiveis a serem tomadas no processo de decisdo, a incerteza, a matriz de decisdo, os
critérios adotados, a teoria da utilidade esperada, o equivalente certo, a informacdo perfeita e a arvore
de decisdo.

No Capitulo 6 desenvolvemos as atividades lidicas e interdisciplinares relacionadas ao assunto
probabilidade e teoria da decisdo. Observando a necessidade de adequagdo aos alunos com diferentes
motivagdes, interesses e capacidade, os jogos s@o uma oportunidade para se ensinar Matematica de
forma mais criativa e dindmica. As atividades foram elaboradas cuidadosamente, aplicadas em turmas
de ensino médio e coletadas as informacdes obtidas com cada uma delas. Salientamos os pontos
positivos e consideramos os pontos falhos, para que o professor ao aplicd-las possa considera-los.

A atividade 6.1 “Role os Dados” propde o entendimento de probabilidade classica e frequentista,
trabalhando com o espaco amostral para o lancamento de dois dados comuns e nao balanceados. Nesse
jogo o aluno € o principal decisor e deverad concluir por si mesmo o que ocorre. O professor € apenas
orientador das atividades. O jogo apresenta o conceito de ‘jogo justo’, ou seja, a probabilidade de
vitoria de cada jogador € a mesma. Esta atividade pode ser feita juntamente com o professor de Fisica,
sendo um momento de interdisciplinaridade entre as duas matérias.

A atividade 6.2 “As médias podem ndo ser representativas?” relaciona matemadtica, estatistica,
probabilidade subjetiva e teoria da decisdo. No ensino médio, geralmente o contetido de probabilidade é
trabalhado logo apos estatistica. O objetivo dessa atividade € apresentar ao aluno o questionamento: as
médias sio representativas em todas as situacdes? Para isso propomos um problema, baseado nas notas

bimestrais de matematica de dois alunos, A e B, no decorrer de todo ensino médio e através das
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medidas de centralidade e de dispersao devemos decidir quem é o melhor aluno a ser indicado para
cursar exatas ou drea afim. Num primeiro momento os alunos terdo somente como informagdo as notas
bimestrais de matemaética e terdo que fazer a escolha, decidindo quem eles acreditam que serd o melhor
aluno num curso de exatas, A ou B. Depois de feita a escolha, o professor levanta vdrios
questionamentos, envolvendo probabilidade subjetiva para que os alunos percebam de que nem sempre
podemos escolher com exatiddo baseando-nos somente nas medidas de centralidade e dispersdao. O
professor pode dar espaco para que os alunos também levantem suas hipdteses. Apds todo o
questionamento, a escolha do melhor aluno se manteve ou mudou? Também fazemos referéncia nessa
secdo ao cdlculo das médias de um conjunto de valores e ao célculo das médias das médias de grupos de
valores. Abordamos esse assunto através de exemplos e situacdes do cotidiano. Como os livros
didaticos do ensino médio apresentam os conceitos relacionados a estatistica de forma simples e
resumida, oferecemos ao professor de maneira mais abrangente, a teoria envolvendo medidas de
centralidade e medidas de dispersdao, com o objetivo de esclarecer algumas dividas que se possa ter em
relacdo a esse contetido e como referéncia para as aulas.

Na Secdo 6.3 escrevemos sobre a atividade Sorte ou Azar. Apesar de ser uma atividade mais
simples, salienta a probabilidade de ganharmos num jogo popularmente conhecido como raspadinha.
Esse jogo € apreciado por vérias pessoas que ao pagarem suas contas mensais em casas lotéricas, muitas
vezes adquirem esse bilhete, sem nem mesmo conhecer as chances de ganhar um ou outro prémio
oferecido. Como o estudo de probabilidade teve origem nos jogos de azar, podemos fazer a relagdo
desse jogo com os jogos de azar. Nessa atividade, além da probabilidade cldssica, abrangemos também
a probabilidade subjetiva ao questionarmos se vale ou ndo a pena apostar nesse jogo e calculamos para
isso o valor esperado de cada um dos bilhetes.

A atividade 6.4 “Ciéncia Forense e Probabilidade” foi desenvolvida numa feira de ciéncias por
alunos do Ensino Médio. Aliamos probabilidade cldssica e subjetiva e o resultado foi bastante
satisfatorio. Ciéncia forense € um conteido de interesse de muitas pessoas que apreciam séries que
envolvem crimes, policiais e mistérios. Ao analisar a cena do crime, no papel de investigador, damos
nossa opinido sobre quem € o culpado por um crime ocorrido. Apds novas informagdes apresentadas
pela pericia, verificamos se nossa opinido continua a mesma ou ndo. Essa atividade foi muito bem
avaliada e apreciada pelos participantes da feira. Apresentar a ligagdo da matemdtica com a ciéncia
forense foi uma novidade tanto para os alunos que elaboraram a atividade quanto para os participantes
que puderam opinar e se colocar no papel de investigadores. Oferecemos ao professor um modelo de

atividade para que possa desenvolvé-la em feiras com seus alunos. Apontamos os pontos positivos e
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negativos e temos certeza que cada professor ao aplicd-la poderd enriquecé-la ainda mais com sua
criatividade.

A atividade “Qual a melhor decisdo?”, na Secdo 6.5, trabalha teoria da decisdo. Adotamos como
base para essa atividade um problema de decisdo bem caracteristico de turmas do ensino médio. Como
o problema dos cupcakes trata de qual a melhor decisdo para conseguir dinheiro e conquistar uma
almejada viagem de formatura, o problema sugerido nessa atividade propde a escolha da viagem. Os
alunos deverdo decidir se preferem viajar para a praia, hotel fazenda ou para um sitio na propria cidade.
Através da probabilidade de chuva ou sol para o final de semana da viagem, deve-se calcular o valor
esperado da utilidade para cada uma das viagens e construir a drvore de decisdo. A melhor op¢ao serd
aquela com maior utilidade esperada.

Em vdrias dessas atividades sugerimos o uso de videos do projeto M? — Matemdtica Multimidia
da Unicamp. O portal M’ contém recursos educacionais multimidia para o Ensino Médio de
Matematica. Esses videos ajudam no desenvolvimento das atividades e sdo atrativos para os alunos. Na
atividade 6.3 fazemos o uso do video “Coisa de Passarinho, na atividade 6.4 sugerimos “O Crime da
Rua do Gasdmetro” e na atividade 6.5 usamos o video “Brasil x Argentina”.

No Capitulo 7 apresentamos curiosidades biograficas e historicas com o objetivo de fornecer
mais informacdes ao professor. Nele, o leitor pode encontrar a biografia de alguns mateméticos e o
contexto histérico nos quais os assuntos tratados neste trabalho estao inseridos.

O Apéndice apresenta um resumo das atividades propostas, como material de apoio para o

professor que decidir aplicé-las em suas aulas.






CAPITULO 2

PROBABILIDADE: PERCORRENDO A HISTORIA

2.1) DEFINICOES PARA PROBABILIDADE

Ao consultar um diciondrio encontramos as seguintes definicdes para probabilidade:

- Qualidade do que € provavel. Motivo ou indicio, que deixa presumir a verdade ou a possibilidade de
um fato, verossimilhanca;

-Razao ou indicio que faz supor a verdade ou possibilidade de um fato;

-Possibilidade mais acentuada da realizacdo de um acontecimento entre inimeros observados, baseada
subjetivamente na opinido do observador e objetivamente na relacdo entre o ndmero de casos
acontecidos e o total das observagdes feitas.

Percebemos que a palavra probabilidade estd presente em nosso dia-a-dia. Quando acordamos
pela manha e observamos o céu nublado afirmamos que héd grande probabilidade de chuva. Uma mulher
quando descobre que esta gravida, a familia toda “aposta” qual serd o sexo do bebé. Um jovem
vestibulando, ao escolher a universidade e o curso que gostaria de fazer, pode estimar suas chances de
conseguir a tao almejada vaga. Quando jogamos na loteria, sabemos que, embora muito pequena, existe
uma chance de que o nosso bilhete seja o premiado e até fazemos planos caso isso venha a ocorrer. Um
médico ao conhecer um determinado medicamento, seus efeitos e a chance de melhora quando o
tratamento ¢ realizado sabe se deve ou nao indicd-lo ao paciente.

Enfim, todos nés, diariamente fazemos previsdes, e entendemos que podemos atribuir um
numero que quantifica a chance de algo vir a acontecer.

Para a Matemdtica, o calculo das probabilidades € um ramo que estuda os fendmenos aleatorios,
ou seja, observacoes ou experimentos que, quando realizados, ndo apresentam resultados conhecidos de
antemdo. A palavra probabilidade é derivada do latim probare, que significa testar ou provar. E muito
comum usarmos a palavra provavel para indicar algo de que nio se tem certeza se vai acontecer. Esta
palavra também esté associada as palavras sorte, azar, incerto, chance, duvidoso.

Os fendmenos aleatdrios estdo presentes, inerentemente, em nossa vida cotidiana.

As primeiras manifestagcdes registradas sobre probabilidade referem-se aos jogos de azar, que

descreveremos na proxima se¢ao.



2.2) HISTORIA DA PROBABILIDADE: DOS JOGOS DE AZAR A
PROBABILIDADE MODERNA

Este capitulo estd embasado em [6], [27] e [44].

O célculo de probabilidades surgiu da necessidade do homem tentar entender ou decifrar os
jogos de azar, existentes desde a Antiguidade. O nome jogos de azar € assim definido porque o
resultado final ndo depende somente da habilidade do jogador, mas exclusiva ou predominantemente do
acaso.

O mais antigo destes, o jogo de ossos, conhecido como astrdgalo (Figura 1), era jogado por
vérias civilizagdes, entre estas polinésios e siberianos. Como os 0ssos ndo tinham lados idénticos,
estudiosos modernos apontam que, em virtude da anatomia do osso, as probabilidades de obter cada um
dos lados em um lancamento nao sdo iguais: sdo de aproximadamente 10% para dois dos lados e de
40% para os outros dois. A jogada de V€nus, a mais importante destas, consistia em jogar 4 astragalos e

cada um destes cair em um lado diferente.

Figura 1 - Astragalo.

O jogo de ossos é muito semelhante ao jogo de dados atual, outro jogo de azar. O jogo de dados
teve origem na India e Mesopotamia (3000 a.C.), e é uma evolucio do jogo de ossos. Difundido para o
mundo grego, romano e cristdo, muitas vezes, era jogado em apostas, previsdo do futuro, decisdo de
disputas e divisdo de herangas.

Na antiguidade, acreditava-se muito na supersti¢do e atribuia-se aos deuses a vitdria ou a derrota
diante de um jogo ou fato. O célculo de probabilidades poderia, talvez, ter sido desenvolvido mais
cedo, porém, estudiosos, em especial os gregos, por acreditarem que o futuro estava nas maos dos
deuses e insistirem na verdade absoluta provada pela l6gica, tinham dificuldade em aceitar a
aleatoriedade. Algumas frases supostamente ditas por eles revelam a desconfianca em relacdo a

probabilidade: “Argumentos baseados em probabilidades sdo impostores. A menos que seja observado
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grande cuidado em seu uso, tendem a ser enganadores” (Simias) . “Argumentos baseados apenas em
verossimilhanga e probabilidade sdo suficientes para desclassificar qualquer geometra” (Socrates)
[27].

Foram os romanos, a primeira civiliza¢do a utilizar o processo de aleatoriedade e dar inicio ao
seu desenvolvimento. Os romanos eram mais preocupados com a medi¢do e a contagem do que com a
geometria. Marco Tulio Cicero (106 a.C. — 43 a.C.) foi o maior defensor da probabilidade na
antiguidade. Em uma de suas frases relatou: “O homem que joga com frequéncia acabard por fazer,
uma vez ou outra, uma jogada de Vénus: de vez em quando, fard até mesmo duas ou trés em sequéncia.
Seremos tolos ao ponto de afirmar que tal coisa ocorreu em virtude da intervencdo pessoal de Vénus, e
ndo por puro acaso?” [27].

Porém, o desenvolvimento do célculo de probabilidades teve inicio apenas no século XVI.
Kendall resume a demora em relagdo ao estudo desta drea em sua frase: “ A humanidade precisou de
centenas de anos para se acostumar com um mundo onde alguns eventos ndo tinham causa... ou eram
determinados por causas tdo remotas que somente podiam ser razoavelmente representados por
modelos ndo-causais” [27].

O italiano Girolamo Cardano (1501-1576) é considerado por muitos como o iniciador do estudo

matematico das probabilidades. Foi o primeiro a introduzir técnicas de combinatéria para calcular a
quantidade de possibilidades favoraveis em um evento aleatério e, assim, calcular a probabilidade da
ocorréncia de um evento como a razdo entre a quantidade de possibilidades favordveis e a quantidade
total de possibilidades associadas ao experimento. Essas técnicas foram escritas em um tratado de 32
capitulos “O livro dos jogos de azar”. Um estudo simplificado, porém de grande valia para o
desenvolvimento do cdlculo de probabilidades. Em seu tratado, Cardano fez um estudo dos jogos em
que ele mesmo apostava: dados, gamao, cartas, astrdgalos e até xadrez. Para facilitar seus estudos, ele
dividiu esses jogos em dois grupos: estratégicos e regidos pelo puro acaso. Muitas vezes ao jogar,
Cardano tinha vantagens sobre seus oponentes, pois havia adquirido uma compreensao da possibilidade
de vencer em diversas situacdes. O discernimento de Cardano sobre o funcionamento da aleatoriedade
representou uma nova ideia e uma nova metodologia e formou a base da descricdo matemdtica da
incerteza pelos séculos que se seguiram. Seu livro ndo € totalmente correto, em alguns pontos Cardano
se equivocou, mas, mesmo assim, sua obra representa um primeiro avango na tentativa humana de
compreender a natureza da incerteza. Além disso, Cardano escreveu numa época em que 0s encantos

misticos eram mais importantes e valiosos que cédlculos matematicos. Ele mesmo se deixava levar por


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Cardan.html

crengas: acreditava que sequéncias de derrotas ocorriam porque a sorte estava adversa e que uma das
maneiras de mudar esse resultado seria jogar os dados com bastante forca.

Os italianos Galileu Galilei (1564- 1642) e Tartaglia (1499-1557) também se dedicaram ao

estudo da aleatoriedade. Como Cardano, limitaram-se a resolver problemas concretos, estritamente
numéricos. Galileu era fisico, astronomo, matematico e filésofo. Chegou a escrever um breve artigo
sobre os jogos de azar: “Ideias sobre os jogos de dados” e presumiu que um dado tem probabilidade
igual de cair em qualquer um dos seis lados.

Para alguns estudiosos, porém, o célculo de probabilidades se fortaleceu com os estudos de
Pascal, fisico e matemadtico francés (1623-1662), ao tentar resolver o problema. “Suponha que duas
pessoas estdo participando de um jogo, com lancamento de dados, em que ambos tém a mesma chance
de vencer, e o vencedor é quem atingir primeiro uma determinada quantidade de pontos. O jogo,
porém, é interrompido, por algum motivo externo, e um dos jogadores estd na lideranca. Qual é a
maneira mais justa de dividir o dinheiro apostado?” [27].

Pascal percebeu que os métodos necessdrios para resolver o problema eram desconhecidos e
decidiu pedir ajuda a outro matemitico com quem pudesse discutir suas ideias. Em 1654, Pascal e

Pierre de Fermat (1601-1662), advogado e um dos maiores matematicos amadores de todos os tempos,

iniciaram um processo de correspondéncia onde desenvolveram abordagens préprias, resolvendo
diversas versdes do problema. Pascal encontrou uma abordagem sistemadtica e generalizdvel que nos
permite calcular a resposta a partir de uma expressdo matematica, o famoso tridngulo de Pascal.' O
triangulo de Pascal pode ser usado quando quisermos saber o nimero de maneiras de selecionar um
certo nimero de objetos de uma colegao.

Nao podemos deixar de ressaltar que os estudos de Pascal e Fermat tiveram como base os
estudos desenvolvidos por Cardano. Os estudos de Fermat foram baseados no aperfeicoamento da regra
geral de Cardano e na aplicacdo do calculo combinatorio. Pascal e Fermat foram os pioneiros no estudo
de problemas ndo numéricos de probabilidade.

De qualquer modo, para alguns autores, Cardano continua sendo o pai da probabilidade, ja que
estudos posteriores, apesar de serem mais completos e minuciosos, foram baseados no seu livro e nos
Seus escritos.

Outro matematico que também se dedicou ao estudo das probabilidades foi Jacob Bernoulli

(1654-1705). Bernoulli, formado em filosofia e teologia, contra a vontade de seus pais estudou

'Neste trabalho n3o escrevemos detalhadamente sobre o tridngulo de Pascal. O leitor encontrara mais informagdes sobre
0 assunto em [29], capitulo 4, pagina 88.
10


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Galileo.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Tartaglia.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Pascal.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Fermat.html)
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Bernoulli_Jacob.html

matematica e astronomia, dreas que sempre despertaram seu interesse. Acreditava que, para tomarmos
decisdes racionais, precisariamos de um método matematico confidvel para determinar probabilidades.
Para ele, imaginar que poderfamos ter alguma espécie de conhecimento prévio sobre as probabilidades,
ou a priori, nas situacdes de incerteza seria “insano”. Em vez de depender de probabilidades que nos
foram dadas, deveriamos discerni-las através da observacdo. Para Bernoulli, com o aumento do nimero
de observacdes, as frequéncias observadas deveriam ser cada vez mais precisas. Ele foi o primeiro a
quantificar essa ideia, a indagar quantos testes seriam necessarios € quanta certeza poderia ter.

Um dos exercicios preferidos de Bernoulli era trabalhar com urnas cheias de pedrinhas
coloridas. Certa vez, ele vislumbrou uma urna contendo 3 mil pedrinhas brancas e 2 mil pedrinhas
pretas. Uma razdo de 60% de brancas contra 40% de pretas, e questionou: ao retirar uma série de
pedrinhas dessa urna, com reposi¢dao, com que precisdo devemos esperar que a propor¢cdo de pedrinhas
brancas retiradas se aproxime de 60%? Através desses experimentos, Bernoulli escreveu a Lei dos
Grandes Nimeros”, também conhecida como Teorema de Bernoulli ou Teorema Aureo. O Teorema de
Bernoulli trata de como os resultados refletem as probabilidades quando pode ser obtido um grande
nimero de observacdes, sob as mesmas condi¢gdes. Ele afirma que é sempre possivel tirar um ndmero
suficiente de pedrinhas a ponto de termos quase certeza de que a porcentagem de brancas retiradas serd
proxima de 60%, por mais exigente que sejamos em nossa definicio de proximo. Seu livro Ars
Conjectandi, ou A Arte da Conjectura, publicado 8 anos apds sua morte, teve enorme significado para
as probabilidades. Nesse livro, Bernoulli prova a Lei dos Grandes Nimeros, resultado que estabelece
uma relacdo entre os conceitos de probabilidade e frequéncia relativa. O livro contém ainda
consideragdes sobre esperanca matematica e probabilidades a priori e a posteriori.

O caélculo de probabilidades foi introduzido definitivamente no mundo matematico por Laplace
(1749 — 1827), fisico e matemadtico francé€s que publicou Teoria Analitica das Probabilidades, obra que
consta dos estudos de Cardano em probabilidade, chamados por ele de principios. Foi Laplace quem
deu inicio ao periodo classico da teoria probabilistica, seguido por matematicos como Poisson, Gauss e
Poincaré. Os fundamentos do calculo de probabilidades foram colocados por Laplace na forma cléssica,
como € conhecida atualmente e manteve-se inalterada até o inicio do século XX.

No cotidiano usamos diariamente o cdlculo de probabilidade de uma forma intuitiva, Ao
acordarmos olhamos o tempo, ouvimos e consultamos a internet sobre a probabilidade de chuva em

nossa regiao para, a partir dai, decidir se levamos ou nio o guarda-chuva. Temos uma no¢do da hora em

2 Sobre a Lei dos Grandes Numeros, caso o leitor tiver maior interesse [15] , capitulo 7 ,pagina 230 ; [28], capitulo 12,
pagina 284.
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que devemos sair de casa para o trabalho, escola ou lazer num dia em que a probabilidade do transito
estar congestionado € grande. Podemos até calcular as chances de o nosso time ser campedo; as
probabilidades de passarmos em um concurso publico. Em busca de diversdao e dinheiro, muitos
apostam em loterias, compram os mais diversos jogos oferecidos pelas Casas Lotéricas ou gastam suas
moedas em caga-niqueis”.

Atualmente, o estudo relacionado ao cédlculo de probabilidades € de grande importancia e possui
aplicacdo em diversas dreas, como estatistica, economia, engenharia, fisica, quimica, sociologia,
psicologia, biologia, entre outros ramos do conhecimento.

Na estatistica indutiva, a probabilidade € utilizada na coleta e andlise de amostras de uma
populacdo para calcular acontecimentos futuros, inferindo, induzindo ou estimando leis de
comportamento da populacdo da qual a amostra foi retirada. Os calculos probabilisticos podem analisar
hipéteses sobre as caracteristicas da populacdo, a partir da andlise da amostra representativa dessa
populacdo. Os censos, 0s seguros atuariais, as pesquisas eleitorais, sdo exemplos da aplicabilidade de
probabilidade na estatistica.

Um departamento de transito ndo pode prever quais carros se acidentardo em um feriado
prolongado, mas pode predizer de modo bastante satisfatério o niimero de ocorréncias de acidentes de
carro, baseado em observagdes passadas. Assim, o departamento pode tentar reduzir o nimero de novos
acidentes através de informacdes ou projetos com esse objetivo.

Na medicina e na biologia, o estudo de probabilidades estd diretamente relacionado, por
exemplo,a genética. Na reproducdo humana, o material genético de uma crianga é a combinacgdo
aleatéria do material genético de seus pais. Assim, podemos ver uma gravidez como um experimento
aleatorio com relagdo ao sexo, a cor dos olhos, tipo de cabelo e muitas outras caracteristicas fisicas. Os
testes de DNA, feitos geralmente a partir de amostras de sangue, podem estipular as probabilidades de
aparecimento de muitas doengas genéticas hereditdrias.

Na andlise da decisdo, o conceito de probabilidade desempenha um papel central. De posse da
estrutura do problema de decisdo e das probabilidades dos eventos incertos, podemos determinar as

decisdes 6timas (em algum sentido) para as preferéncias basicas do decisor.

* 0 decreto-lei n2 9 215 de 30 de abril de 1 946 proibe a pratica ou exploragdo de jogos de azar em todo o territério
nacional. O decreto-lei n? 204 de 27 de fevereiro de 1967 dispde sobre a exploragdo de loterias e da outras providéncias.
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CAPITULO 3

CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos sobre probabilidade, como por exemplo,
as definicdes de experimento aleatério, espaco amostral, eventos e as diversas concepcdes de

probabilidade.

3.1) EXPERIMENTO ALEATORIO

Um experimento aleatério € qualquer experimento ou observacdo, cujo resultado ndo seja

conhecido com certeza. Todo experimento aleatério possui as seguintes caracteristicas:
- O resultado nao pode ser previsto com certeza;
- E possivel listar um conjunto de todos os possiveis resultados, a que chamamos de espaco amostral.

Por exemplo, ao jogar uma moeda e observar a face voltada para cima, ndo se tem certeza se a
face obtida serd cara ou coroa. Outros experimentos aleatdrios bastante comuns sdo o langcamento de
dados, a retirada de bolinhas coloridas de uma urna, a escolha de uma carta de um baralho, o sorteio das
dezenas da Mega-Sena, jogo conhecido pelos brasileiros e promovido por um banco estatal federal, em
que o jogador pode escolher de 6 (aposta minima) a 15 nimeros (aposta mdxima), dentre 60 niimeros
disponiveis de 1 a 60. Neste jogo, o sorteio consiste em 6 dezenas e recebe prémios, em dinheiro, o
apostador que acertar 4, 5 ou 6 dezenas sorteadas. Mesmo repetido um grande niimero de vezes, em
condicdes idénticas, ndo € possivel prever o resultado.

Podemos tomar outros exemplos do cotidiano como um laboratério que deseja testar o tempo de
reacdo a certo medicamento e, para tanto, ministra este medicamento em Vvarios pacientes, sob as
mesmas condi¢Oes. Nao se pode prever o tempo que cada um dos pacientes levard para reagir ao
medicamento. Uma situagdo em que também hd presenca do experimento aleatorio € a medicdo da
quantidade de chuva que cai em uma determinada localidade. Por mais que as observagdes
meteorolégicas tornem possivel a previsdo de tempestade em certa localidade, ndo € possivel dizer com

exatiddo a quantidade de chuva que ird cair. A previsdo do tempo € um fenOmeno aleatdrio, por mais
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que os meteorologistas facam suas previsdes, sabemos que ha algo de incerto nelas e por isso recebem

este nome.

3.2)ESPACO AMOSTRAL E EVENTOS

Em um experimento aleatério o conjunto formado por todos os resultados possiveis é chamado
de espaco amostral e ¢ denotado pela letra grega (€2), 1é-se, dmega. O espaco amostral no langamento
de um dado comum € representado pelo conjunto Q = {1, 2, 3,4, 5, 6}.

Um evento é um subconjunto do espaco amostral. Tomemos como exemplo o lancamento
simultaneo de dois dados, um branco e um vermelho e vamos considerar as possibilidades das faces
voltadas para cima. O espaco amostral desse lancamento é
Q= { (L1, (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), (2,2), (2,3), (2.4), (2,5), (2,6), (3,1), (3,2), (3,3), 3.4),
(3,5), (3,6), (4,1), (4.2), (4.3), (4.4), (4,5), (4,6), 5,1), (5.2), (5,3), (5.4), (5.5), (5,6), (6,1), (6,2), (6,3),
(6,4), (6,5), (6,6)}.

Alguns eventos deste espaco amostral.

A = faces com niimeros iguais nos dois dados = {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)}.

B =“asoma ¢ 12” = {(6,6)}. Quando o evento é formado por apenas um elemento do espaco amostral,
este é chamado evento elementar.

C = “a soma € menor do que 13”. B = Q. Neste caso o evento B é o préprio espaco amostral, também
chamado evento certo.

D =*“asoma é 1” = @. O evento representado pelo conjunto vazio é chamado evento impossivel.

Dados dois eventos, dizemos que estes sao mutuamente exclusivos quando a intersec¢io entre
estes € igual ao conjunto vazio, e dizemos que sdo complementares se forem mutuamente exclusivos e

sua unido for todo o espaco amostral.

Exemplo 1. Considerando os eventos, do espago amostral €, langamento de dois dados e observagdo
das faces voltadas para cima.

E =“a soma ¢é par” = {(1,1), (1,3), (1,5), (2,2), (2,4), (2,6), (3,1), (3,3), (3,5), (4,2), (4,4), (4,6),
(5,1), (5,3), (5.5), (6,2), (6,4), (6,6)}.
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F = “a soma ¢ impar” = {(1,2), (1,4), (1,6), (2,1), (2,3), (2,5), (3,2), (3.,4), (3,6), (4,1), (4,3),
(4,5), (5.2), (5,4), (5,6), (6,1), (6,3), (6,5)}

Observe que EU F = Q , E N F = . Concluimos que os eventos E e F sio mutuamente
exclusivos, porque a interseccao entre estes eventos € vazia e sdo complementares porque, além disso,

sua unido € o préprio espaco amostral.

3.3) INTERPRETACOES DE PROBABILIDADE

3.3.1) PROBABILIDADE CLASSICA

A abordagem classica foi primeiramente publicada pelo italiano Girolamo Cardano no livro
Liber de Ludo Alea em 1525. Essa abordagem para calcular probabilidades € bastante simples e direta,
mas s6 pode ser usada em espacos amostrais equiprovaveis, isto é, quando num fendmeno aleatério,
com espago amostral finito, consideramos que todo evento elementar tem a mesma ‘““‘chance” de ocorrer.
A probabilidade de ocorréncia de um evento A, indicada por P(A), € um niimero que mede essa chance.

E dado por

nimero de elementos do evento A

P(A) =

nimero de elementos do espaco amostral

Como consequéncia imediata da definicdo, temos 0 <P(A) < 1.
Ainda podemos concluir:

¢ Se A e B sdo dois eventos mutuamente exclusivos do espago amostral, entao

P(A) + P (B) =P(A U B);

e Se a probabilidade na ocorréncia de um evento E € igual a 1, ou seja, P(E) =P(Q2) =1 o evento E
é 0 evento certo;

e Se a probabilidade na ocorréncia de um evento F é zero, P(F) = 0, o evento F é o evento
impossivel.

Retomando o Exemplo 1 sobre o langcamento de dois dados, consideremos o evento A = “obtermos
valores iguais nos dois dados” = {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)}, a probabilidade da ocorréncia

deste evento é

P(A) = % = % =~ (,1666.
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Podemos representar esta probabilidade através de uma fracao, por um nimero decimal ou uma

proporc¢ao escrita informalmente em forma de porcentagem.

ESPACOS AMOSTRAIS EQUIPROVAVEIS E NAO EQUIPROVAVEIS

Quando langamos um dado comum, com 6 faces numeradas de 1 a 6, o espaco amostral Q ¢
formado pelos elementos Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Podemos concluir que a probabilidade de que a face
voltada para cima seja o nimero 1 é a mesma do que qualquer outra face, supondo que o dado €

balanceado e o langcamento ndo favorece qualquer uma das faces. A probabilidade de tirarmos o

. 1 ) . .
nimero 1 € —, assim como para os demais resultados. Os mesmos pressupostos podem ser razodveis

o . .1 ~
quando langcamos uma moeda. A probabilidade de que a face cara esteja voltada para cima é de 5 se sdo

ditos equiprovaveis, quando possuem a mesma probabilidade de ocorrer.

Consideremos um dado que tenha dois ndmeros 1, trés nlimeros 2 € um nimero 5, como mostra
a Figura 2. Sejam os A: “ a face obtida ¢ 17, B: “a face obtida ¢ 2” ¢ C: “ a face obtida ¢ 5. Estes
eventos ndo possuem a mesma chance de ocorrer, se supomos que este dado € balanceado e o
lancamento nao favorece qualquer uma das faces.

Figura 2 - Planificacdo de um dado ndo balanceado.

1

= 0,3333, ade B¢é P(B) = =%=O,SeadeCé

De fato, a probabilidade P(A) = EZ -

[SSH

1

P(C) = A

= 0,1667.
Sendo assim se, ao jogarmos esse dado e quisermos prever o resultado € mais razoavel arriscar

um palpite no niimero 2, pois a probabilidade de que este ocorra é de ~» maior do que as demais
16



probabilidades. A este dado damos o nome de dado viciado ou dado ndo balanceado. Como estes

eventos ndo possuem a mesma chance de ocorrer, sao denominados de eventos ndo equiprovaveis.

3.3.2) AXIOMAS DE KOLMOGOROYV

Kolmogorov, usando os axiomas definidos por ele, conseguiu proporcionar ao cdlculo das
probabilidades uma base matemadtica firme.

Dados um experimento e um espago amostral €2, uma probabilidade € uma fun¢do que atribui a
cada evento A um nimero P(A), denominado probabilidade do evento A, que fornece uma medida da
chance de ocorréncia de A. Para assegurar que as atribuicdes de probabilidade sejam consistentes com
nossas nog¢des intuitivas de probabilidade, estas atribuicdes devem satisfazer os axiomas de
Kolmogorov.

Para todo espago amostral € e todo evento A; (com i =1, 2, 3 ...) deste espaco amostral, sdo

validos os axiomas.

1: P(A)>0

Este axioma reflete a no¢do intuitiva de que a chance de ocorréncia do evento A deve ser nao-negativa.

2:PQ)=1
O espaco amostral € o evento que contém todos os resultados possiveis. O axioma 2 diz que a

maior probabilidade possivel de ser atribuidaa Q ¢ 1.

3 : Aditividade
3.1) Se A;, Az, As, ..., Ax formam um conjunto finito de eventos mutuamente exclusivos, entdo P( A
UAU..UA) =YK, P(A).
3.2) Se A, Ay, As, ..., formam um conjunto infinito enumeravel de eventos mutuamente exclusivos,

entdio P(A; UA, UA;U...)=X72, P(A).
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O axioma 3 formaliza a ideia de que a probabilidade de que ao menos um de diversos eventos
ocorra, dado que dois eventos ndao ocorram simultaneamente, a chance de pelo menos um ocorrer serd a
soma das chances dos eventos individuais.

Uma func@o P que satisfaz os axiomas 1, 2 e 3 é chamada de probabilidade.

Exemplo 2. Consideremos o langcamento de uma tnica moeda, com espaco amostral Q = {K, C}.

Defina os eventos, K = “a face voltada para cima ¢é cara” e C = “a face voltada para cima € coroa”.

Os axiomas especificam que P (Q) = 1 de forma que, para completar a atribuicio de
probabilidade, falta apenas determinar P(K) e P(C).

Como K e C sao eventos disjuntos e K U C = €, pelo axioma 3, temos 1 = P(Q) = P(K) + P (C).
Logo, P(K) =1 —-P(C).

A liberdade permitida pelos axiomas nesses experimentos € a probabilidade atribuida a C. Uma
possivel atribui¢do de probabilidades € P(C) = 0,5 e P(K) = 0,5 (no caso de uma moeda balanceada);
outra atribuicdo possivel é P(C) = 0,75 e P(K) = 0,25 (para moedas nao balanceadas). De fato,
representar P por qualquer nimero fixo entre 0 e 1, P(C) =p e P(k) = 1 — p é uma atribuicao consistente
com os axiomas.

Os axiomas de Kolmogorov tornaram a teoria da probabilidade uma parte autdnoma dentro da
Matemadtica e possibilitaram grande avango cientifico nessa drea, especialmente do ponto de vista
tedrico. Apesar de ser uma maneira formal de encarar a probabilidade, ndo existe incompatibilidade
entre as ideias de Kolmogorov e os conceitos cldssico, frequentista e subjetivista de probabilidade.
Muitas propriedades podem ser deduzidas dos axiomas de Kolmogorov. Para um espaco amostral Q e

para quaisquer eventos A e B desse espaco amostral, temos as propriedades.

P1: Dado um evento A, a probabilidade do evento complementar de A é dada por P(A°) = 1 — P(A),
onde A® é o evento complementar de A.

Como AUA=Q e AN A°=@, A e A° sdo eventos mutuamente exclusivos pois a intersec¢do entre
estes € o conjunto vazio, tem-se P(Q) = P(A U A®) = P(A) + P(A®) pelo axioma 3. Conclui-se que P(A)
+P(A) =1=PA%) =1-PA).
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P2: A probabilidade do evento vazio € igual a zero, P(@) =0 .

O conjunto complementar do espaco amostral Q € o conjunto vazio, Q° = @ e a unido do espago
amostral com seu complementar é o préprio espago amostral, Q U Q° = Q. Sendo assim, Q e Q° sdo
eventos mutuamente exclusivos, porque a intersec¢do entre eles € vazia.Os axiomas 2 € 3 comprovam a

propriedade 2, P(Q) =P(Q U Q°) =P(Q) + P(Q°) = P(Q°)=0.

P3: Sejam A e B dois eventos do espago amostral Q se A € B = P(B) > P(A).

O evento A estd contido no evento B, se e somente se, o evento B for igual ao evento A unido com o
evento diferenga B\A, onde B\A é 0 mesmo que o evento B intersec¢do com o evento A®, (A° € o evento
complementar de A) e a interseccao do evento A com a diferenca B\A deve ser o conjunto vazio. Em
simbolos, ACB& B=AUB\WA) e ANBW=0.

Logo, P(B) =P(A) + P(B - A) = P(B) >P(A), pois P( B — A) >0 pelo axioma 1.

P4: Seja A um evento contido no espago amostral €, logo a probabilidade de ocorréncia do evento A
serd sempre menor ou iguala 1, Ac Q= P(A)< 1.
A propriedade 4 € consequéncia imediata da propriedade 3. Como A € Q , pelo axioma 2 P( Q) = 1=

P(A) < 1.

P5: Dado o evento A = (A N B) U (A\B), onde A N B e A\ B sdo eventos mutuamente exclusivos, ou
seja, a intersec¢do entre estes € o conjunto vazio, temos P(A\B) = P(A) — P(A N B).

Logo, P(A) = P(A N B) + P( A\B) = P(A\B) = P(A) — P(A N B).

P6: Se o evento B € A = P(A\B) = P(A) — P(B).
Da propriedade 5, P(A\B) =P(A) -P(ANB),se BcA= A NB=B.
Como P(A N B) =P(B), temos P(A\B) = P(A) — P(A N B) = P(A) — P(B).

P7: A probabilidade da unido dos eventos A e B € igual a soma das probabilidades individuais de A e B
menos a probabilidade da interseccdo entre os eventos A e B, P(A U B) =P(A) + P(B) — P(A N B).
Sabemos que A U B =AU (B\A), como A e B\A s3o eventos mutuamente exclusivos,
AN (B\A) =@, temos P(A UB) =P(A) + P (B\A).
Do mesmo modo, B=( A N B) U(B\A) = P(B)=P(A N B) + P(B\A).
Segue que P(AUB)=P(A) + P(B\A) (D)
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P(B)=P(ANB)+P(B\A) (2)
Subtraindo (1) — (2), temos:
P(AUB) — P(B) =P(A) + P(B\A) — P(A N B) — P(B\A)
P(AUB) - P(B) = P(A) — P(A N B)
Conclui-se que P(AUB) =P(A) + P(B) — P(A N B).

3.3.3) PROBABILIDADE FREQUENTISTA

Dado um evento aleatério, desejamos atribuir um nimero que represente a chance de ocorréncia
se o experimento fosse realizado. A maneira dita frequentista de determinar a probabilidade de um
evento consiste em repetir o experimento aleatério, muitas vezes, anotando a frequéncia com que o
evento ocorre.

Denotemos por n(A) o nimero de vezes em que o evento A ocorre em n repeticoes do

. ~ n(A . . A - . s~
experimento. A razdo f,ao = 24 ¢ denominada frequéncia relativa de A nas n repeticdes do
n

experimento.

Se for possivel repetir o experimento um grande nimero de vezes, nas mesmas condicdes, de
modo que as repeticdes sucessivas ndo dependam dos resultados anteriores, observa-se que a frequéncia
relativa de ocorréncias do evento A tende a uma constante p.

Desta forma, o conceito frequentista estabelece o cdlculo de probabilidades por meio de
observacdes sucessivas de um experimento aleatério. A probabilidade pode ser estimada de maneira
experimental ou mental e encontrada quando o nimero de experimentacdes for repetido por muitas
vezes.

A probabilidade de ocorréncia do evento A € definida como o limite das frequéncias relativas de
a quando o total de repeti¢cOes, n, cresce.

No século XVIII, o naturalista francés Conde de Buffon (1707-1788), realizou 4048

langamentos de uma moeda resultando em 2048 caras. No inicio do século, por volta de 1900, o inglés
Karl Pearson (1857-1936), realizou 24000 lancamentos de uma moeda, obtendo 12012 caras. Percebe-
se que a frequéncia é muito proxima de Y2, que € a probabilidade que esperariamos de obter cara ao

lancar uma moeda balanceada.
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Exemplo 3. Tomemos o lancamento de dois dados balanceados, observando a face voltada para cima.

Consideremos o espaco amostral €, que consiste de todos os pares ordenados obtidos dessa forma.

Definamos os eventos.

A = “A diferenca em moddulo entre os valores dos pares ordenados obtidos no langamento dos
dois dados € igual a 1 ou 2”.

B = “A diferenca em mddulo entre os valores dos pares ordenados obtidos no lancamento dos
dois dados € igual a 0, 3, 4 ou 5”.

Na Tabela 1 representamos as diferencas entre os valores obtidos nos lancamentos dos dois

dados, em moédulo.

Tabela 1- Diferencgas entre os pares ordenados obtidos nos langamentos de dois dados.

1 2 3 4 5 6

1] |11 =0 [12] =t | [1-3] =2 | 14| =3[ |1-5] =4 | 1-6] =5
2] [2-1] =1 [22] =0 |23]| =1] [24]| =2 [2-5] =3 | | 2-6]| =4
30 3-1]=2]]32]=1]]33]=0][34]=1]][3-5]|=2]]36]=3
411411 =3]|[42]=2] [43]=1]|44]|=0] [45]=1] |46] =2
50|51 =4]]52]=3]]53]|=2]]|54]|=1]][55]|=0]]56]=1
6| ]6-1|=5[]62]|=4]]63]=3]]64]|=2]]65]=1]]66]=0

Desta forma, podemos escrever A = {(1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,4), (3,9),

4,2), (4,3), (4,5), (4,6), (5,3), (5.4), (5,6), (6,4), (6,5)}, cuja probabilidade de ocorréncia P(A) = —

18
36

=1-05.
2

B = {(1.1), (1,4), (1,5), (1,6), (2,2), (2,5), (2,6), (3,3), (3,6), (4,1), (4.4), (5.1), (5.2), (5.5), (6,1),

(6,2), (6,3), (6,6)}, cuja probabilidade de ocorréncia € P(B) = g = % =0,5.

De acordo com a probabilidade frequentista se jogadssemos n vezes os dois dados, anotando os
lancamentos obtidos nas faces voltadas para cima e calculando suas diferencas em mddulo, a frequéncia
do evento A e a do evento B deveriam estar muito proximas de %2. No Capitulo 6, Secdo 6.1 na
atividade Role os Dados este experimento foi realizado 260 vezes. A frequéncia absoluta verificada

para o evento A foi 133 e a frequéncia absoluta do evento B foi 127.
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A frequéncia relativa para o evento A foi f.(A) = nd) _ % = 0,5115eade B foi f.(B) =
nB) _ 127 o
—= o = 0,4885.

Os valores encontrados sdo coerentes com a defini¢cdo de probabilidade frequentista baseada na
repeticdo de um experimento aleatério. As frequéncias dos eventos A e B estdo bem préximas do valor

classico para esses eventos considerando o espaco amostral  que ¢ equiprovavel.

3.3.4) PROBABILIDADE GEOMETRICA

Os conceitos sobre probabilidade geométrica apresentados baseiam-se em [40] e [41].

Na probabilidade geométrica sao usadas razdes entre medidas de figuras geométricas de mesma
natureza conservando as propriedades da visao cldssica.

A nog¢do de probabilidade geométrica foi introduzida pelo matemadtico e naturalista francés
George Louis Leclerc, o conde de Buffon, ja citado na probabilidade frequentista sobre o experimento
de lancar moedas. Em 1777, Buffon apresenta em seu livro Essai D’ Arithmétique Morale, o problema
conhecido como o Problema da Agulha de Buffon: “Considere uma familia de retas paralelas em R’,
onde duas retas paralelas adjacentes arbitrdrias distam de a. Tendo-se lancado, ao acaso, sobre o
plano, uma agulha de comprimento | (| < a), qual a probabilidade de que a agulha intercepte uma das
retas?”

Um ponto interessante da solu¢do deste problema € que, ao repetirmos o experimento um grande
nimero de vezes, a frequéncia do evento se aproxima do nimero 7.

Nesse mesmo livro, Buffon escreve o Jogo dos Discos: “Em um plano pavimentado com
quadrados de lado | é lancado aleatoriamente um disco de didmetro d. Qual a probabilidade de o
disco, depois de pousar no plano, ndo intersectar e nem tangenciar os lados de quadrado algum?”
Esse jogo era bastante apreciado pelas criangas francesas do século XVIIIL.

Quando o disco, uma moeda, por exemplo, ao ser lancado sobre o quadrado, um piso qualquer
de um coémodo da casa, cafa sobre um tnico quadrado, chamava-se a jogada de “franc-carreau”, e era a

aposta mais alta do jogo.
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APLICACAO DA PROBABILIDADE GEOMETRICA ENTRE MEDIDAS DE MESMA
NATUREZA

Como a probabilidade geométrica trabalha entre medidas de mesma natureza, os seguintes casos

sdo acessiveis para o aluno do ensino Médio.

Probabilidade envolvendo comprimento: escolha de um ponto de um determinado segmento
Considere um segmento de extremos A e B, e sejam X e Y pontos desse segmento.

Consideremos o experimento aleatério de selecionar um ponto ao acaso de AB, Figura 3. A

probabilidade de que este pertenca ao segmento XY é proporcional ao comprimento de XY e nio

depende da posicdo dos pontos X e Y sobre AB .

Figura 3- Segmento XY contido no segmento AB.

A X Y B

Sendo assim, selecionado um ponto do segmento AB, a probabilidade de que este pertenca a XY

medida do segmento XY

serd P(XY) =

medida do segmento AB

Probabilidade envolvendo areas
Para calcular probabilidade geométrica envolvendo 4dreas utilizamos as no¢des bdsicas de drea

de figuras planas. Consideremos uma regido X do plano, contida em uma regiao Y, Figura 4.

Figura 4 - Regido X do plano contida na regido Y.

©

Ao sortearmos um ponto da regido Y, a probabilidade desse ponto pertencer a regido X ¢é

Y

proporcional a drea de X e ndo depende da posicao que X ocupa em Y. Logo, selecionado ao acaso um
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(€N

ponto da regido Y, a probabilidade de que este pertenca a regido X

medida da area de X

P(X) =

medida da 4rea de Y '

Probabilidade envolvendo volumes
A probabilidade envolvendo volumes tem desenvolvimento andlogo as anteriores.

Considere um s6lido de volume A e um outro sélido A’, contido em A, Figura 5.

Figura 5 - S6lido A' contido no sélido A.

7

Ao sortearmos um ponto de A, a probabilidade deste ponto pertencer a A’ € proporcional ao

volume de A’ e nao depende da posi¢ao que A’ ocupa em A. Sendo assim, selecionando ao acaso um

__volumede A’

ponto de A, a probabilidade de que pertengaa A’ ¢ P (A ) = volume de A *

Exemplo 4. Qual € a probabilidade de que uma pessoa (de olhos vendados), ao arremessar um dardo
sobre um alvo, atinja o alvo central, considerando que o alvo possui 50 cm de raio e o disco central

possui 10 cm de raio?

Este exemplo esté relacionado com a probabilidade envolvendo areas. Seja Y a drea do alvo e X
a area do disco central, a probabilidade de sortearmos um ponto de Y e este ponto pertencer a area de X
corresponde ao arremesso do dardo quando este acerta o disco central. O lugar em que o dardo atinge o
alvo € o ponto selecionado.
Resolucdo. Sejam os eventos A = “acertar o alvo central” e A = “ndo acertar o alvo central”, o evento
A é o evento complementar do evento A.

Area do circulo menor: S = tr’ = . 10 = 100 cm’.
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Area do circulo maior: S = 7R*=1.50° = 2 5007 cm’.

Probabilidade de que a pessoa atinja o alvo central P(A) = 07 _ % = 0,04.

2500

Probabilidade de que a pessoa nio atinja o alvo central P(A) = 1 — 0,04 = 0,96 .

3.3.5) PROBABILIDADE SUBJETIVA

Para o estudo do tema probabilidade subjetiva nos basearemos em [22], [23], [28] e [36].

A abordagem frequentista de probabilidade aplica-se a fenOmenos ou processos com o requisito
de que possam ser repetidos, pelo menos conceitualmente, sob as mesmas condi¢des. Entretanto, muitas
situacdes importantes ndo podem ser concebidas satisfazendo a estrutura de repeticdes sob condicdes
semelhantes. Por exemplo, ao nos depararmos com perguntas como: qual é a probabilidade de que a
economia de nosso pais esteja melhor no ano seguinte? Qual é a probabilidade de que eu obtenha
sucesso em minha entrevista para um novo emprego? Até mesmo diante de situagdes corriqueiras, devo
levar um casaco ao sair de casa durante a noite num dia de verdo, mas com ventos propicios a chuva?
Problemas como esses nao podem ser solucionados pela abordagem cldssica nem pela abordagem
frequentista de probabilidade. Sdo problemas abordados pela interpretacdo subjetiva de probabilidade .

A abordabem subjetivista de probabilidade pode ser aplicada quando nos deparamos com
problemas envolvendo incerteza, nos quais temos uma decisao a ser tomada. Em tais situagdes sabemos
que ao decidir ndo podemos determinar com exatidao todas as implicacdes da decisdo tomada, mas ao
usar o conceito de probabilidade, podemos expressar em termos quantitativos a incerteza na situacao.
Quando usamos a probabilidade deste modo, dizemos que esta expressa o grau de credibilidade
racional. E interpretada como uma medida do grau de convic¢do, de informagdo, ou como a
quantificacdo do ponto de vista de um individuo em particular.

Por James Bernoulli em sua obra Ars Conjectandi [28]:

-O conhecimento que um individuo tem em um dado momento a sua disposigcdo, as vezes é insuficiente
para obter certeza acerca da ocorréncia ou ndo ocorréncia de um possivel evento. Sendo assim, o
individuo pode apenas obter um grau de confianga a respeito do conjunto total de possibilidades
apresentadas. O grau de confianca depende do conhecimento que o individuo tem a sua disposigdo,

portanto, pode variar de uma pessoa para outra.
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- A arte da estimativa consiste em estimar com maior precisdo possivel, os valores corretos das
probabilidades a respeito do conhecimento que se dispoe dos diferentes eventos e obter o mdximo de

sucesso possivel.

- O grau de confianca atribuido a probabilidade depende dos argumentos que temos a favor ou contra

0 evento.

- O peso de um argumento depende do niimero de casos em que ele se faz vdlido, contando que hd

casos em que pode ocorrer igual probabilidade.

- Exceto nos casos simples de jogos de azar, raras vezes podemos dizer se os diferentes casos sdo

igualmente provdveis ou ndo, entdo, poucas vezes podemos atribuir probabilidades corretas a priori.

As ideias de Bernoulli nao sao subjetivistas, mas ndo se pode negar que ha um grau de
subjetivismo nestas.

Também escreveu trabalhos nessa drea o matemadtico italiano Bruno de Finetti (1906 — 1985).

Finetti foi o primeiro a tentar axiomatizar a teoria da subjetividade em seus trabalhos publicados em
1931 e 1937. Desde o inicio do século, alguns filésofos tem tentado estabelecer teses em que as
probabilidades atribuidas a uma pessoa aos possiveis eventos de um experimento aleatério sao
necessariamente de natureza subjetiva.

A teoria subjetivista comegou a ser aplicada mais geralmente com o trabalho de Leonard J.
Savage (1917 — 1971), matematico e estatistico estadounidense. Sua obra “Os Fundamentos da
Estatistica”, publicada em 1954 trata de forma completa da teoria da subjetividade.

Bruno de Finetti e L. J Savage, no estudo do subjetivismo, propdem uma nog¢do de probabilidade
pessoal ou subjetiva onde € possivel usar as técnicas estatisticas aceitas até entdo, propondo métodos de
obtencdo de probabilidades pessoais aproximadas através das ideias da teoria da decisdo estatistica.
Sendo assim os métodos tedricos de tomada de decisdes proporcionam uma nova base para atribuir uma
probabilidade pessoal.

Bruno de Finetti afirma que ndo hd necessidade de supor que a probabilidade de algum evento
tem um unico valor determinado. Seu ponto de vista filoséfico é de que a probabilidade expressa a
informacdo de um individuo. O trabalho detalhado deste autor € parte importante para o
desenvolvimento da probabilidade subjetiva como uma quantificagdo da incerteza. A probabilidade
subjetiva representa até que ponto uma pessoa coerente cré que uma afirmacdo € certa, baseada em

informacgdes disponiveis que possui até aquele momento. Para que o individuo seja coerente requer-se
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que cada avaliacdo feita seja consistente com cada uma das avaliagdes restantes relacionadas, tal que
ndo existam contradicdes entre elas. Estas restricoes de coeréncia asseguram o cumprimento dos
axiomas convencionais de probabilidade.

Para Savage, a probabilidade subjetiva mede a confianca que um individuo particular tem na
verdade de uma proposi¢do, ou pode expressar a opinido de uma pessoa tal como se vé refletida no seu
comportamento real ou potencial.

Na prética, a probabilidade subjetiva surge diante de situacdes do cotidiano. Por exemplo, toda
vez que temos que decidir se devemos ou ndo levar o guarda-chuva, dado que o servico meteorolégico
prevé chuva durante o dia, estamos usando probabilidade subjetiva. Diante de decisdes, sejam estas
importantes em nossa vida ou simplesmente rotineiras, o processo decisorio se faz presente.

Sendo assim, a probabilidade subjetiva, expressa pela opinidao pessoal, pressupde a racionalidade
das pessoas, bem como leva em consideracao fatores ndao facilmente mensurdveis em termos objetivos:
intuicdo, experiéncia, vivéncia, conhecimento e a intera¢do destes fatores.

Neste trabalho, aplicamos o conceito subjetivista nos experimentos “As médias podem nao ser
significativas?”, “Sorte ou azar?”, “Ciéncia forense e probabilidade” e “Qual a melhor decisdo?”,
respectivamente nas secoes 6.2, 6.3, 6.4 e 6.5. No Capitulo 5 apresentamos aspectos da teoria da

decisdo de forma mais detalhada.
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CAPITULO 4

Neste capitulo abordamos os conceitos envolvendo probabilidade condicional, definimos
particdo do espaco amostral, apresentamos a regra do produto e a regra da probabilidade total,
distinguimos eventos independentes de eventos dependentes e abordamos o Teorema de Bayes com

alguns exemplos.

PROBABILIDADE CONDICIONAL

Os conceitos mencionados neste capitulo encontram-se, por exemplo, em [15], [26] e [29].

Exemplo 5. Consideremos o lancamento de uma moeda balanceada trés vezes, observando as faces
voltadas para cima. Indicando por K = cara e C = coroa. O espago amostral deste experimento tem 8
elementos, Q = {(KKK), (KKC), (KCK), (KCC), (CKK), (CKC), (CCK), (CCC)}. Podemos representa-

lo através do diagrama de arvores, Figura 6, que descreve melhor a situacao.

Figura 6 - Diagrama de arvores para o lancamento de uma moeda trés vezes.

Q .
1% lancamento 2°!angamer'.!o 3° lancamento Casos possiveis
»® CARA @ CARA ~CARA~ CARA
-t A O meCOROA ® =0 CARA = CARA ROA
® CARA 0 __p@CARA @@ CARA= COROA= CARA
T COROA ®_
T8 CORG
_we CARA
@ CARA ®=—__
e
® COROA®=—___
e CORDA B ——mwe CARA

Tomemos o evento A = “sai cara exatamente duas vezes”. Assim, A = {(KKC), (KCK),
(CKK)}. A probabilidade de ocorréncia do evento A € P(A) = Z. Esta ¢ a probabilidade a ‘priori’, quer

dizer, antes que o experimento se realize.
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Agora, suponha que, ao ser lancada a moeda trés vezes, foi observado o evento B “o resultado
do primeiro lancamento é cara”. Qual ¢ a probabilidade de sair cara exatamente duas vezes, levando em
conta esta nova informacao?

Nossa opinido sobre o evento A se modifica com esta informacdo, ja que, entdo somente podera
ter ocorrido A se o resultado do experimento tiver cara no primeiro lancamento. Esta opinido é
quantificada com a introdu¢@o de uma probabilidade a ‘posteriori’.

Considerando o evento B, o resultado do primeiro lancamento foi cara. Podemos imaginar
intuitivamente que o espago amostral Q foi modificado, para € = Q N B = {(KKK), (KKC), (KCK),
(KCC)}. Neste novo espago amostral €, o evento com exatamente duas caras possui dois elementos: A’

= A N B ={(KKC), (KCK)}. Supondo que todos estes experimentos tém a mesma probabilidade
P(A)=2=—

Sendo assim a probabilidade do evento “sair cara em ambos os lancamentos” foi modificada
pela informac¢do do evento condicionante “o resultado do primeiro langamento foi cara”. Neste exemplo
sabemos que aconteceu o evento B, este entdo passa a ser o novo espago amostral e neste novo espaco
amostral, a Unica parte de A presente ¢ A N B. E uma situagdo comum na qual temos que calcular a
probabilidade de um evento tendo uma nova informagdo. Este € o conceito de probabilidade

condicional.

Definicao 1. Dados dois eventos A e B e considerando P(A | B) a probabilidade condicional de A dado

a ocorréncia do evento B temos

P(ANB)
P(B)

P(A|B)=

Devemos notar que este nimero s6 estd definido quando P(B) > 0, ou seja, o evento B é um

evento possivel, dado que ja ocorreu.

Retomando o exemplo 5, temos P(A N B) 22 = i e PB) = g = %
1
_P@NB) g _ (1), _1
Como P(A | B) =" = t= (4)(2) =3.

Exemplo 6. Consideremos o langamento de dois dados balanceados e os eventos A “soma das faces
par” e B “soma das faces maior ou igual a 9”. Sabemos que ocorreu o evento B, qual a probabilidade de

ter ocorrido o evento A?
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Queremos calcular P(A | B).

Temos:

A={(11), (1,3), (1,5), (2,2), (2,4), (2,6), (3,1), (3,3), (3.5), (4.2), (4.4), (4,6), (5,1), (5,3), (5,5),
(6,2), (6,4), (6,6)}.

B ={(3,6), (4,5), (4,6), (5,4), (5,5), (5,6), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}.

Sabendo que o evento B ocorreu, a tnica chance de ter ocorrido A € que tenha ocorrido o evento

A N B={(4,6),(5)5),(6,4), (6,6)} e, neste caso, a probabilidade ¢ igual a % = % Ou seja, P(A | B) =

P(ANB)
P(B)

E{E=E{ES

4.1) PARTICAO DO ESPACO AMOSTRAL

No experimento “langamento de um dado balanceado e observacao da face voltada para cima”,
os eventos A “sai face par” e B “sai face impar” formam uma particdo do espaco amostral. Os eventos
A e B sdo mutuamente exclusivos, dado que a interseccdo entre eles € o conjunto vazio e sao
complementares, pois além de serem mutuamente exclusivos, a unido entre eles resulta no préprio
espaco amostral.

Qualquer que seja o espago amostral Q, um evento A e seu complementar A€ ou A formam uma

particdo, isto 6 , ANA=0e AUA=Q.

Definicao 2. Os eventos Aj, Ay, As,..., A, formam uma parti¢do do espago amostral €2, se,
os eventos A;sao disjuntos dois a dois, isto &, se Ai N Aj= D V i#j;
A unido dos eventos A; ¢ o espago amostral €2, isto ¢ Uj—; 4; = Q.
A Figura 7 apresenta um exemplo de uma particdo com 4 eventos, pois 0s eventos sao disjuntos dois a
dois e a unido entre estes € o proprio espaco amostral.

Figura 7 - Particdo de um espago amostral com quatro eventos.

A, Q
Az

A4
A
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4.2) REGRA DO PRODUTO

A defini¢do de probabilidade condicional leva a um resultado importante, conhecido como regra
do produto. Este resultado nos permite calcular a probabilidade da intersec¢do de dois eventos e € muito
util para modelar experimentos que tém cardter sequencial, isto €, que sdo executados em etapas, uma

seguida da outra.

Regra do produto para dois eventos

Definicao 3. A regra do produto para dois eventos, sejam A e B eventos de um espaco amostral .
P(B)P(A | B)

Entdo P(A N B) = {P(A)P(B | A

Exemplo 7. Se um avido estd presente em determinada drea, um radar detecta sua presenga com
probabilidade 0,99. No entanto, se 0 avido ndo estd presente, o radar detecta erradamente a presenca de
um avido com probabilidade 0,02. A probabilidade de um avido estar presente nesta drea é de 0,05.
Qual € a probabilidade de um falso alarme? Qual é a probabilidade de o radar deixar de detectar um
avido, sem saber, a priori, se 0 avido estd na drea ou nao? Note que estes sdo os dois erros possiveis

nesta situacao.

Resolucao. Definimos os seguintes eventos:

A = “avido presente”.

D = “radar detecta presenca do aviao”.
Os eventos complementares sao:

A= “avido ndio estd presente”.

D = “radar ndo detecta avido”.

O diagrama de arvore, Figura 8, ilustra as situagdes descritas. Este representa a cronologia real
dos acontecimentos. Na constru¢do da drvore as probabilidades indicadas sdo condicionadas aos estados
de informacdo correspondentes a cada nd. Notemos também que, em cada ramificacdo, as
probabilidades apresentam soma unitaria. Obviamente, as quatro possibilidades indicadas nos pontos
terminais da 4rvore, cuja soma também ¢ unitéria, correspondem, respectivamente aos eventos A N D,

AND,ANDeAN D e podem ser determinadas pela regra do produto.
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Figura 8 - Diagrama de drvore.

D 0,0495
/

0,0005

0.019

Pela regra do produto, temos
P(AND)=PA)PD | A) = (0,05)(0,99) = 0,0495.
P(A N D) = P(A)P(D | A) = (0,05)(0,01) = 0,0005.
P(A N D) =P(A)P(D | A) = (0,95)(0,02) = 0,019.
P(A N D) = P(A)P(D | A) = (0,95)(0,98) = 0,931.

O problema levanta dois questionamentos. O primeiro € o cdlculo da probabilidade de um falso
alarme e o segundo € o cdlculo da probabilidade do radar deixar de detectar o avido. Qual é a
probabilidade de um falso alarme, ou seja, o radar detecta o avido, mas este ndo estd presente?

Basta calcularmos, P(A N D)= P(A) P(D | A) =(0,95)(0,02) = 0,0109.

Qual € a probabilidade do radar deixar de detectar o avido?

Esta probabilidade é dada por, P(A N D) = P(A) P(D | A) =(0,05)(0,01) = 0,0005.

Podemos generalizar a regra do produto para trés eventos, que € dada por

P(BNA) P(ANBNC)
P(A)  P(BNA)

P(BNA) P(CNANB)

P(ANB N C)=P(A) P(A)  P(BNA)

=P(A)

Aplicando a definicdo de probabilidade condicional, resulta que

P(ANBNC)=P(A)P(B|A)P(C|B N A).
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Dados Aj, Az, As, ..., Ag eventos de um espago amostral Q. Entdo, a regra do produto geral é
dada por
P(AIN AN AsN ... N A,) = P(A) P(As | A1) P(A3 | P(AINA)) ... P(AL | (AN AN .0 A ).

Demonstracao
A demonstracgdo ¢ feita através da indugdo sobre n. O caso n = 1 é imediato.

Suponha que n = 2, entdo

P(A2nA1)
P(A1)

Suponhamos, entdo que a igualdade € vdlida para n = m:

P(A | A)) = o que implica P(A2N A1) = P(A)) . P(As | Ay).

P(A1N..NAp NA 1)
P(A1N..NAy)

P(A; N ... NARNAmet) = P(AIN .0 Ap) . P(Amer | AiNL.NAR)
=P(A)). P(A2 | AD.P(A3 | AINAY) ... P(Amsi | AN ... NA)

P(Amsi | AIN..NAR) =

logo,

A segunda igualdade € justificada através da hipétese de inducdo.

4.3) EVENTOS INDEPENDENTES

Consideremos um baralho comum com 52 cartas, 13 de cada naipe, do qual sera retirada uma
carta. Todas as cartas sdo igualmente provaveis.

Definimos os eventos,

E = “a carta retirada ¢ de espada”

D = “a carta retirada € uma dama”

P = “a carta retirada é preta”.
13

2

Temos que P(E) =— =

4
5 2

. PD)===L¢ P(P)=§=%.

1
4 5 13 52

Quais as probabilidades, retirada de uma dama sabendo-se que a carta escolhida é de espada e
sair uma carta preta sabendo-se que a carta escolhida € de espada? No primeiro caso queremos calcular

P(D | E) e no segundo caso P(P | E).
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1

PDNE) _ 57 _ 4 _ 1

Temos, P(D | E)= o —1—5_2 ===
4

Concluimos que P(D | E)=P(D).

P(PNE) _ P(E) _

No segundo caso P(P | E) = b P

Concluimos que P(P | E) ¢ diferente de P(P), pois P(P) = ;—; = % e P(P | E)=1.

Para o primeiro caso, a informagdo que a carta escolhida € de espada ndo acrescentou
informagao ttil para avaliarmos a probabilidade de sair dama, ou seja, saber ou ndo que a carta retirada
€ de espada ndo altera a probabilidade de sair dama. J4 no segundo caso, saber que saiu carta de espada
faz com que a chance de sair carta preta seja alterada. Estes exemplos ilustram o conceito de eventos
independentes e dependentes. No primeiro caso, dizemos que os eventos D e E sdo independentes, o
conhecimento da ocorréncia de E ndo ajuda para reavaliarmos a probabilidade de D. No segundo caso,

os eventos P e E sdo dependentes, o conhecimento da ocorréncia de E altera a probabilidade de P.

Definicao 4. Sejam A e B eventos definidos em um espago amostral Q. Entdo, A e B sdo independentes

N

P(A | B) = P(A).

Esta defini¢do tem algumas implicagdes importantes.
A primeira que devemos ressaltar ¢ a seguinte P(A | B)=P(A) = P(B | A) =P(B).

P(ANB)

De fato, P(A | B) = P(A) = b

=P(A) = P(ANB) = P(A) P(B) >
P(BNA) _ P(A)P(B)

P(B | A)= P(A) P(A)

= P(B).

A segunda implicacdo € a seguinte, se A e B sdo independentes, entdio P(ANB) = P(A)P(B). A
reciproca dessa afirmativa também € verdadeira, ou seja, se P(ANB) = P(A)P(B) entdo A e B sdo

independentes.

P(ANB)=P(A) P(B) = P(A | B) = P;A(gf) = P(?zggB) = P(A) = A e B sio independentes.

Este resultado nos permite estabelecer outra defini¢do equivalente para a independéncia de dois

eventos.
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Definicao S. Sejam A e B eventos de um espaco amostral Q. Entdo, A e B sdo independentes se

P(ANB) = P(A)P(B).

Algumas propriedades importantes:

P1) Eventos de probabilidade zero ou um siao independentes de qualquer outro.
Se P(A)=0= P( A N B)=0e A e B sdo independentes, pois
P(ANB)=P(A)P(B)=0.P(B)=0.

P2) Se P(B) = 1, entfio P(A N B) = P(A) — P(A N B) e, como A N B implica P(A N BY) <P(B%) =0,
temos P(A N B) =0 ¢ P( A N B) =P(A) P(B).

Logo A e B sdo independentes.
P3) Se AN B =0, entdo A e B ndo sao independentes a menos que um destes tenha probabilidade zero.

Exemplo 8. Consideremos o experimento lancamento de um dado balanceado e observagdo da face
voltada para cima.

Conhecemos o espaco amostral para o lancamento de um dado balanceado Q = { 1, 2, 3, 4, 5,6}.

Seja A o evento “observa-se um numero par’, A = {2, 4, 6} e B o evento “observa-se um
namero impar”, B = {1, 3, 5}.

Os eventos A e B ndo sdo independentes. Sabemos que A N B = @, pois os eventos A ¢ B sdo

mutuamente exclusivos, logo P(A N B) = 0.

A probabilidade de ocorréncia do evento A € P(A) = % = % e a probabilidade da ocorréncia do

evento B ¢ dada por P(B) =2 = 2 . Temos, P(A)P(B) = (5) (3) =3 ¢ P(ANB)=0.

Concluimos que P(ANB) ¢ diferente de P(A)P(B) o que comprova o fato dos eventos A e B nao
serem independentes.

O fato dos eventos serem mutuamente exclusivos ndo implica serem independentes. E muito
comum confundirmos independéncia com eventos mutuamente exclusivos. De acordo com a
propriedade P3, se A N B ¢ igual ao conjunto vazio, os eventos A e B s6 serdo independentes se um

destes tiver probabilidade zero.
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Exemplo 9. Tomemos o experimento ji citado considerando o langamento de um dado balanceado e os
seguintes eventos.
A =“oresultado ¢ par”’, A= { 2,4, 6},
C = “o resultado ¢ maior do que 4”,C= {5, 6},

D = “o resultado ¢ um multiplo de 3”, D = { 3, 6}.

As probabilidades para cada um dos eventos sdo, P(A) = % e P(C)=P(D) = %

Os eventos A e C e também os eventos C e D, ocorrerdo simultaneamente quando o resultado do
lancamento for 6. Segue-se que P(A N C)=P(CN D) = é.

A comparacdo destes valores com os produtos das probabilidades individuais mostram que 0s
eventos A e C sdo independentes enquanto que os eventos C e D sdo dependentes.

Sabemos que se, P(ANC) = P(A)P(C) os eventos A e C sdo independentes.

Temos P(ANC) = % e P(A)PC) = G) (%) =% , 0 que comprova o fato de A e C serem
independentes.

Para que C e D sejam independentes, devemos ter P(CND) = P(C)P(D).

A probabilidade de P(C N D)=% e P(C)P(D)= (%) (%) =3

Como P(C N D)#P(C)P(D), os eventos C e D ndo sdo independentes.

4.4) REGRA DA PROBABILIDADE TOTAL

A regra da probabilidade total tem diversas aplicagdes envolvendo a tomada de decisdo. Resulta

diretamente da definicdo de probabilidade condicional e das propriedades vistas para a probabilidade.

Exemplo 10. Um piloto de férmula I tem probabilidade de 0,5 vencer determinada corrida, quando esta
se realiza sob chuva. Caso ndo chova durante a corrida, sua probabilidade de vitéria é de 0,25. Se o
servico meteorologico estimar em 0,3 a probabilidade de que chova durante a corrida, qual € a

probabilidade deste ganhar a corrida?

Resolucido. Definimos os eventos G “ganhar a corrida”, C “chover” e N “ndo chover”.
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Temos as seguintes informacdes:

Probabilidade de ganhar a corrida em dia de chuva P(G | C)=0,5;

Probabilidade de ganhar a corrida em dia sem chuva P(G | N) =0,25;

Probabilidade de chuva P(C) = 0,3, logo a probabilidade de ndo chover é P(N) = 0,7;
Queremos a chance de o piloto ganhar a corrida com ou sem chuva:
P(G)=P(GNC)+P(GNN).

Temos que P(G) = P(G | ©)P(C) + P(G | N)P(N).

P(G) = (0,5)(0,3) + (0,25)(0,70)

P(G) = 0,325 ou 32,5%.

Definicao 6. Considerando A;, A,,...,A, uma particdo do espago amostral € e seja B um evento

qualquer em €, como mostra a Figura 9.

Figura 9 - Particao de um espago amostral.

Como a unido de todos os Ay resulta no espaco amostral, segue que
B =(AiNB) U (A2NB) U ... U(A,N B).
O fato de alguns destes termos serem o conjunto vazio ndo invalida o resultado, uma vez que A
U @ = A. Por defini¢do de parti¢do, os Ay, comi=1, 2, ..., n, sdo mutuamente exclusivos dois a dois,
logo os eventos A; N B também o sdo. Entdo, pela probabilidade de eventos mutuamente exclusivos,
podemos escrever

P(B) =P[(A; N B) U (A, N B) U... (A, N B)] =P(A; N B) + P(A; N B) + ... + P(A, NB).
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Pela regra do produto, temos
P(B) = P(A))P(B | A1) + P(A2)P(B | A2) + ... + P(A)P(B | Ay).

Este resultado € conhecido como regra da probabilidade total.

Definicao 7. Seja A, Ay, ..., A, uma parti¢ao do espaco amostral Q e seja B um evento qualquer em Q.
Entao
P(B) =YL, P(A; N B) = P(A;)P(BJA)).
Como visto, a probabilidade P(A;) ¢ denominada probabilidade ‘a priori’ do evento Aj, com i =
1, 2,..., n. Suponha que B tenha ocorrido. Usando esta informagdo podemos calcular a probabilidade ‘a

posteriori’ do evento Aj, ou seja, calcular P(A; | B). Por defini¢do, de acordo com a probabilidade

condicional, temos que P(A; | B) = %.
Usando a regra do produto e a regra da probabilidade total

P(A)P(B|A))
n P(A)P(B| A"

P(A;|B) =

Este resultado € conhecido como teorema de Bayes, descreveremos sobre ele na préxima secao e

daremos alguns exemplos para facilitar a compreensao.

4.5) TEOREMA DE BAYES

Os conceitos sobre teorema de Bayes estdo apresentados em [1], [8], [9], [10], [21] e [31].
O teorema de Bayes permite calcular as probabilidades dos vdrios eventos Aj, Ay, ..., A, que
podem ser a causa da ocorréncia do evento B. Devido a isto, o teorema de Bayes € também conhecido

como teorema da probabilidade das causas.

Definicao 8. Seja A;, A, ..., A, uma parti¢do do espaco amostral Q e seja B um evento ndo vazio em
Q. Entao

P(A)DP(B|A)
", P(A)P(B]A)

P(Ai | B) =
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Dessa forma estamos calculando a probabilidade P(A; | B) como sendo a probabilidade de
ocorrer o evento A; sabendo que o evento B jd ocorreu. O nimero P(A;) é denominado probabilidade a

priori do evento A; e P(A; | B) ¢ denominado a posteriori do evento A;.

Demonstracao. Da definicao de probabilidade condicional temos

P(A: [B) =" P(B) £0. (D)

O numerador da expressao (I) pode ser reescrito pela regra do produto, condicionado a Aj, isto é
P(AiN B)=P(B N A)=P(B | Aj) P(A)).

Para completar a demonstracdo, podemos escrever o denominador da expressao (I) da seguinte
forma P(B) = X', P(B N A)) = Y1, P(B| A)) P(4)).

P(AinB) _  P(BIADP(A)
P(B) X P(B|A)PM)

Concluimos que P(A; | B) =

Exemplo 11. Suponha que numa populagdo qualquer a cada 1000 pessoas consultadas, 6 pessoas
possuem a doenca X. Cientistas ja descobriram que, se alguém tem essa doenga, existem 92% de
probabilidade de que um exame de sangue dé positivo para X e 8% de chances de que dé negativo.
Descobriram também que, se alguém nao tem a doenga X, existem 0,5% de probabilidade de que o
exame de sangue dé positivo para X. Suponha também que ao escolher uma pessoa dessa populacdo ao
acaso e realizar nela um exame de sangue obtenho positivo. Qual é a probabilidade de que essa pessoa

tenha de fato a doenga?

Resolucao. Sejam os eventos
T *“ tem a doenga X”
O “positivo para a doenca X”.
Os eventos complementares sao
T “ndo tem a doenga X”
O “negativo para a doenca X”.
Sabemos que
P(T) = 0,006 P(0) =0,92
P(T) = 0,994 P(0) = 0,08.
Podemos representar o problema através do diagrama conhecido como darvore das

probabilidades, conforme Figura 10. Neste diagrama, primeiro estabelecemos se a pessoa € ou ndo
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portadora da doenca X, temos assim dois ramos. De cada um desses ramos emanam mais dois ramos,
que apresentam as probabilidades de o exame dar positivo para a doenga X ou dar negativo para a
doenca X. No final de cada um dos quatro ramos formados temos as probabilidades correspondentes a
cada um dos eventos, ter a doenca e o teste dar positivo, ter a doenga e o teste dar negativo, ndo ter a
doenca e o teste dar positivo e, ndo ter a doenca e o teste dar negativo. O cdlculo destas probabilidades é

feito através da regra do produto.

Figura 10 - Arvore das probabilidades.

0,00552
0,00048
0.00497
X 0,005
0
0.98903
0.995

Observando a Figura 10, podemos responder facilmente a pergunta do problema: se escolho uma
pessoa ao acaso e obtenho positivo para a doenga X, qual a probabilidade de que ela tenha de fato a
doencga X?

As probabilidades para positivo em relacdo a doenga X sao 0,00552 para quem tem a doenca X e

0,00497 para quem ndo tem a doenca X.

Aplicando o teorema de Bayes

P(PIX)P(X)
P(P|X)P(X)+P(P|X)P(X)

P(X|P)=

(0,92)( 0,006)

P(X | P)= (0,92)(0,006)+(0,005)(0,994)

= 0,5262.
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Exemplo 12. Retomaremos o Exemplo 7 da secdo 4.2 , aplicando o teorema de Bayes.

Se um avido estd presente em determinada drea, um radar detecta sua presenca com
probabilidade 0,99. No entanto, se o avido ndo estd presente, o radar detecta erradamente a presenga de
um avido com probabilidade 0,02. A probabilidade de um avido estar presente nesta area € de 0,05.
Sabendo-se que o radar detectou a presenca do avido, qual é a probabilidade de que o avido esteja

realmente presente?

Resolucido. Analisando o diagrama de arvores construido na secdo 4.2, Figura 8 e considerando o

teorema de Bayes, a probabilidade pedida é

_ P(D|A).P(A)
P(A | D)= P(D|A)P(A)+P(D|A).P(A)
PA | D) = Gasonersoanans = 07226

(0,99)(0,05)+(0,02)(0,95)

Exemplo 13. Duas caixas idénticas enumeradas com os nimeros le 2 possuem bolinhas em seu
interior. As bolinhas também sdo idénticas em relacdo ao formato e diferem externamente entre si
apenas pela cor. A caixa 1 possui 10 bolinhas vermelhas e 2 bolinhas pretas. A caixa 2 possui 8
bolinhas vermelhas e 4 bolinhas pretas.

Escolhendo-se aleatoriamente uma das caixas e sorteando-se uma das bolas, qual é a
probabilidade de sortearmos uma bola preta? Sabendo-se que a bola sorteada € da cor preta, qual é a

probabilidade de que tenha sido retirada da caixa 27

Resolucdo. Consideremos os eventos, A “sortear caixa 1”, B “sortear caixa 2”, V “sortear bola

vermelha” e P “sortear bola preta”.

1
2

1 [ ra= % 2 P(B) =

A arvore das probabilidades para o problema esté representada pela Figura 11.
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Figura 11 - Arvore das probabilidades.

512
1/12
1/3
B 2/3
p
1
1/3 16

A primeira ramificacdo da arvore indica a probabilidade de retirada de cada uma das caixas,
- . . 1 ) o
como sao duas caixas temos a probabilidade de 5 bara cada uma delas. Do ramo da caixa 1, indicado

pelo evento A emanam dois ramos com as probabilidades de se sortearem bolas vermelhas e pretas

contidas nessa urna. Temos 10 bolas vermelhas e 2 bolas pretas, entdo as probabilidades de retirada de

) ~ . 5 1
bola vermelha e retirada de bola preta da urna 1 sdo dadas, respectivamente por TR Do ramo da

caixa 2, também emanam dois ramos com as probabilidades das retiradas de bolas vermelhas e pretas
C . . 1 1 . e
desta urna, indicadas, respectivamente por 3¢5 A soma das probabilidades, em cada ramificacao, €

sempre igual a um.
Para responder a primeira pergunta, qual € a probabilidade de retirarmos bola preta, basta

aplicarmos a regra da probabilidade total.

P(P)=P(P | A)P(A) + P B)PB) = (3) (5)+ (3) (5) = 5 +1 = = =025.

A probabilidade de retirarmos bola preta € igual a 0,25.

Para responder a segunda pergunta, sabendo que a bola retirada é da cor preta, qual a

probabilidade de que a caixa escolhida seja a de niimero 2, usamos o teorema de Bayes.
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P(B).P(P|B)

P(B|P) = P(B).P(P|B)+P(A).P(P|A)
B0 _ & _&_2.06067
"D oG TR T
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CAPITULO 5

TEORIA DA DECISAO

Este capitulo estd embasado em [1], [2],[4], [7], [14], [17], [19], [23], [28].

5.1) EXPLICACAO PRATICA DA TEORIA DA DECISAO

“A andlise de Decisdo ndo é uma teoria descritiva ou explicativa, uma vez que ndo faz parte de
seus objetivos descrever ou explicitar como e porqué as pessoas (ou instituicoes) agem de determinada
forma ou tomam certas decisoes. Pelo contrdrio, trata-se de uma teoria prescritiva ou normativa no
sentido de pretender ajudar as pessoas a tomarem decisoes melhores face as suas preferéncias
basicas’[1].

Em termos mais simples, diariamente tomamos decisdes. Na maioria dos casos, porém, nao
tomamos consciéncia que estamos fazendo escolhas, por envolver situagdes triviais. Por exemplo, se
vamos visitar uma amiga que acabou de ter bebé, escolhemos ou ndo uma lembrancinha para o bebg,
decidimos o melhor horério para a visita, qual o meio de transporte que vamos utilizar, até a roupa que
iremos vestir para o dia da visita requer uma decis@o. Fazemos essas escolhas e muitas outras durante a
nossa vida quase que inconscientemente, sem nos debatermos entre as vdrias opgdes, visto que ja
estamos acostumados com esse tipo de conduta. Os pequenos atos do dia-a-dia e suas possiveis escolhas
ndo nos incomodam e passam despercebidos, devido ao pequeno risco que supomos estar correndo, ou
seja, as perdas decorrentes de uma decisdo errada num determinado momento sdo consideradas
irrelevantes.

Em vérias outras situacdes, porém, a escolha a ser tomada ndo € um processo simples e rotineiro
e o risco nem sempre € imperceptivel. O risco pode ser grande e, por isso, as tomadas de decisdes
nesses casos, devem ser analisadas e repensadas. Mesmo apds muita reflexdo, a tomada de decisao,
pode nos trazer sofrimento. S3o as tomadas de decisdes em ambientes de inseguranca as mais

interessantes; nesses momentos, o risco € considerado grande e as perdas ndo sio despreziveis.
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A Andlise da Decisdo possibilita a resolugdo de problemas mais complexos. Reunindo um
conjunto de conceitos e técnicas quantitativas que facilitam o tratamento légico de situagdes

envolvendo incerteza, permite que tomemos decisdes.

5.2) UMA BREVE HISTORIA DA TEORIA DA DECISAO

Em toda Mesopotamia, no Egito, no Império Romano, na Grécia Antiga e nos paises orientais
sdo encontrados vestigios muito antigos de mecanismos para adivinhar, decidir ou tirar a sorte. Esses
trés pontos tem em comum a tentativa de tentar descobrir o futuro. Mas como prever o futuro? Em um
primeiro momento, esta tentativa surge através de instrumentos aleatorizadores (dados, palitos, roletas)

que eram utilizados pelos povos primitivos para trés orientacdes basicas [2]:

. garantir a justica, pois todas as partes envolvidas teriam a mesma probabilidade de safrem
vencedoras;
. evitar o conflito, porque sempre que a decisdo se transfere para um desses instrumentos a

discordia acaba, pois ja ndo estd em jogo quem estd com a razao;

. obter a orientacdo divina, sempre que a moeda € jogada para o alto. Por exemplo, hd uma crenca
popular que o resultado faz parte da vontade de Deus. Relatos descrevem que era comum o decisor
olhar para o céu antes de tirar a sorte, provavelmente tentando uma conexao com a divindade.

Percebe-se que a crenca de que a aleatoriedade estd ligada a vontade divina, durante muito
tempo adiou a responsabilidade humana na hora de tomar alguma decisdo. No momento em que as
vérias crencas religiosas vao sucumbindo ao cristianismo, pregadora de um Deus tnico, uma mudanca
de percepcdo vem a tona: o futuro da vida na terra continua um mistério, mas passa a ser regido por
apenas um poder cujas intencOes e padrdes eram claros a todos que se desse ao trabalho de aprendé-los,
lendo e estudando seus ensinamentos (Biblia). Nesse momento ainda ndo hd espaco para especulacdo
matematica no campo da ‘previsdo do futuro’[4].

A substitui¢do das crengas baseadas em orientacdo divina pela probabilidade sistemdtica e sua
sugestdo de que o futuro poderia ser previsivel ou até mesmo controldvel, surge quando o homem
percebe que deveria caminhar com seus proprios pés. O surgimento da numeracdo indo-ardbica, o
Renascimento e a Reforma Protestante influenciaram a intencdo humana em prever o futuro e tomar

decisoes [4].
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Com o desenvolvimento da teoria das probabilidades podemos dizer que Pascal, no século XVII
foi o responsdvel por formular a primeira teoria matematica sobre a analise da decisdo. Pascal queria
estabelecer a correlagdo de levar uma vida mundana ou uma vida devotada a Deus. A incdgnita quanto
a existéncia divina motivou-o a criar o principio da esperanga ou expectancia matematica. Tal principio
levou Pascal a defender a fé em Deus em tons pragmaticos. Pascal atribuiu uma probabilidade de o # 0
para a existéncia de Deus e de 1- a para a ndo existéncia de Deus. Em sua teoria, o valor esperado (ou
esperanca matematica) de levar uma vida pia seria maior do que o valor esperado para levar uma vida
mundana; independente de qualquer que seja a probabilidade de Deus existir.”

Apesar deste principio ndo ser capaz de levar em conta possiveis atitudes dos individuos frente
ao risco, este foi o primeiro principio matemdtico que levou em conta decisdes em contexto de
incerteza, também chamado de contexto de risco. E caracterizado por uma situacio em que o tomador
de decisdo ndo tem conhecimento exato dos resultados de sua ac@o, conhecendo apenas as
probabilidades destes resultados.

O principio da “esperanca matemadtica”, apesar de se mostrar util na descri¢do de algumas
escolhas, apresentava alguns problemas de aplicabilidade a algumas situa¢des. Em 1738, Daniel
Bernoulli apresentou o paradoxo de Sdo Petersburgo’, para mostrar que o principio da “esperanca
matematica” ndo ¢ obedecido invariavelmente e a solugdo proposta pelo autor para esse paradoxo €
considerado o marco inicial da Teoria da Decisdo. Bernoulli estudou eventos aleatdrios, ndo se
concentrando nos eventos em si, mas nos seres humanos que desejam ou temem certos resultados em
maior ou menor grau. Sua meta era criar instrumentos matemdticos que permitissem a qualquer um
estimar suas chances em empreitadas de risco a luz de suas circunstancias financeiras especificas [7].

No século XIX o matematico Gauss (1777-1855), também contribuiu para o desenvolvimento da
teoria da decisdo, estudando a curva do sino, ou curva de Gauss6, criando uma estrutura para a
compreensdo da ocorréncia de eventos aleatorios.

Atualmente o processo decisorio € muito utilizado em empresas. Representando uma pequena
onda numa corrente de pensamento nascida num tempo em que o homem, diante da incerteza, buscava
orientacdo nos astros. Saber quem toma decisdes, € de que modo, é o que deu forma a sistemas de
governo, justica e ordem social mundo afora.

O estudo da teoria da decis@o € uma mescla de vérias disciplinas, como matemadtica, sociologia,

psicologia, economia, ciéncias politicas, direito, etc. A filosofia reflete sobre o que uma decisao revela

* Ver neste trabalho, capitulo 7, 7.3 — Pascal e o principio da expectancia matematica.

> Ver neste trabalho, capitulo 7, 7.4 — Bernoulli e o Paradoxo de s3o Petesburgo.

® Veja sobre a curva de Gauss [15] , capitulo 5, sec3o 5.2 ou neste trabalho se¢30 6.2.5.
47


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Bernoulli_Daniel.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Bernoulli_Daniel.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Bernoulli_Daniel.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Gauss.html

sobre nosso eu e nossos valores. A histéria mostra a decisdo tomada por lideres em momentos criticos.
A administra¢do estuda o risco e o comportamento organizacional ajudando o administrador a obter
melhores resultados. A matemadtica auxilia todas essas dreas através de seus algoritmos e célculos,

mostrando qual a melhor decis@o a ser tomada considerando-se alguns critérios de escolha.

5.3) CARACTERIZACAO DOS PROBLEMAS DE DECISAO

Decidir € o ato de selecionar uma linha de acdo preferida entre vérias alternativas existentes.
Existem diversos instrumentos que podem contribuir para a tomada de decisdes, como modelos
matematicos, meios computacionais e até mesmo conhecimentos de psicologia e filosofia. O ato de
decidir estd diretamente ligado ao ambiente cultural e organizacional do processo envolvido e fatores
como a intui¢do, experiéncia e aspectos emotivos também devem ser considerados ao se tomar uma
decisao.

A andlise da decisdo representa uma abordagem geral a problemas decisérios e oferece um
conjunto de técnicas e conceitos para apoiar o decisor a fazer a melhor escolha. Visa uma decisdo
racional e consistente, mesmo em condi¢des de aleatoriedade e incerteza.

Os processos de andlise e exploracdo envolvidos em tomada de decisdo contem um conjunto de
caracteristicas gerais. O seu conhecimento beneficiard a escolha. Nesse processo € necessario

considerar:

Decisor

Agente, responsavel pela decisdo a ser tomada e ser racional, capaz de explicitar suas
preferéncias em relacio aos possiveis resultados de suas decisdes. O decisor pode ser uma pessoa ou um
grupo de pessoas que tem autoridade e responsabilidade pela escolha da alternativa a ser seguida. Um
decisor € capaz de revelar apenas a alternativa que mais se aproxima de sua realidade, pois estd sujeito a

racionalidade humana e a imperfei¢ao das decisoes [19].

Relacao de todas as alternativas possiveis
A decisdo envolve uma escolha entre as alternativas de a¢do. Deve-se considerar todas as agoes

possiveis que podem ser executadas € que possam ser avaliadas isoladamente. O conjunto de
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alternativas também ¢é conhecido como conjunto de escolhas ou conjunto de possibilidades. A
identificacdo das alternativas levard em conta op¢des possiveis e ndo utdopicas. As alternativas devem
expressar opgdes reais e comparaveis entre si. E necessério listar todos os eventos que podem ocorrer
como resultado das possiveis decisdes tomadas. As alternativas ou ac¢des formam um conjunto de
“caminhos” possiveis de serem seguidos, os quais sdo necessariamente excludentes. Quando
conseguimos listar razoavelmente todas as possibilidades temos uma lista exaustiva, dificil chegarmos a
essa lista de modo completo, uma vez que o decisor pode eventualmente desconhecer algumas
alternativas.

Como exemplo de uma lista de alternativas, podemos considerar a enfermidade de um decisor.
Se o agente decisorio sofre de dor de cabeca, entrardao nessa lista de alternativas os remédios disponiveis
nas drogarias que atendem a essa doenca. Pode parecer trivial, porém a escolha pelo melhor
medicamento pode passar pelos seguintes critérios: o medicamento serd em comprimido, gotas ou
pomada; se had preferéncia por algum laboratério, marca, genérico ou similar e outros critérios

especificos da situacao.

Boas Decisoes

Deve ficar bem claro ao decisor que a sua decisdo é de fundamental importancia, por este
motivo, deve ser pensada com clareza e razdo. A racionalidade faz parte do processo, é claro que em
muitos problemas, a emoc¢do e o psicolégico podem estar envolvidos, porém o decisor deve ter em
mente o quio importante € pensar e decidir com a razdo. As decisdes devem ser logicamente
consistentes com as informacdes disponiveis e as preferéncias do decisor. E necessdrio ser coerente

durante todo o processo de tomada de decisdo.

Acontecimentos ou estado da natureza
Os acontecimentos sdo estados do ambiente que podem ocorrer fora do controle do decisor. O
resultado de cada alternativa de a¢do, em fungdo dos possiveis acontecimentos, devera ser conhecido ou

avaliado.

Cdlculo probabilistico
Um julgamento probabilistico deve ser feito a respeito da ocorréncia dos possiveis eventos € as
possiveis escolhas. Quando as probabilidades dos acontecimentos ndo sao conhecidas, o agente decisor

pode estimar probabilidades de ocorréncia dos acontecimentos. Ele deve pautar-se em informagdes
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conhecidas sobre os acontecimentos. E importante ser coerente na escolha e tentar obter os melhores

estimadores para essas probabilidades.

Valores monetdrios

Atribuir valores de numerdrio corrente as preferéncias. Mesmo em problemas de decisdao
comuns do dia-a-dia, em que ndo hd uma perda em dinheiro, pode-se atribuir valores monetarios
ficticios a cada preferéncia. O decisor fica mais atento quando a decisdo envolve uma perda monetdria,
mesmo que essa seja apenas adotada de modo ilusério e ndo real. Para os resultados desejaveis deve-se

atribuir maior valor monetdrio e para os indesejaveis um baixo valor.

Unidades de utilidade
Uma medida de mérito. Os equivalentes monetarios das varias consequéncias do problema de
decisdao devem ser expressos por um conceito que se relaciona de perto com as preferéncias do decisor

em relacdo ao risco. E uma maneira de quantificar as preferéncias do decisor feita por meio da

ordenacdo de preferéncias que sao, entdo, convertidas em valores numéricos.

Equivalente certo
Valor monetdrio calculado quando o decisor ficar indeciso entre receber o valor na certeza ou

manter o problema de decis@o que tem em maos com as incertezas que lhe sdo caracteristicas.

Valor da clarividéncia ou valor da informacdo perfeita

Representa o limite qtil superior do valor de qualquer informagao adicional tendente a eliminar a
incerteza quando ela ocorrer. Corresponde ao maior valor que devemos pagar para obter uma
informagao “perfeita” sobre o problema e assim aumentar o nosso “lucro” ou a nossa chance de acerto

fazendo a escolha correta.

Diante desses conceitos, o objetivo principal da andlise de decisdes é aumentar as chances de
bons resultados por meio de tomadas de boas decisdes, de modo que o decisor fique satisfeito com a
escolha feita. Pode-se, entdo, maximizar as preferéncias bdsicas do decisor ou minimizar as perdas.

Para melhor entendimento sobre teoria da decisdo, apresentamos o Exemplo 14. Um dos
objetivos deste trabalho € aplicar probabilidade subjetiva e teoria da decisdo em sala de aula do ensino

médio, por isso, propomos um exemplo bem caracteristico a este publico.
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Exemplo 14. Suponhamos um grupo de alunos do 3° ano do Ensino Médio que ird vender cupcakes na
feira todo sdbado para conseguir renda que propicie uma viagem de formatura. Os cupcakes serdao
comprados na sexta-feira que antecede o dia da feira. A doceira da cidade vende seus cupcakes no
atacado a R$ 2,00 a unidade. Os alunos pretendem vende-los a R$ 4,00 a unidade. Admitindo que a
doceira venda seus cupcakes em embalagens contendo 50, 100 ou 150 unidades, os alunos poderdo
escolher entre comprar qualquer uma das 3 opg¢des. Porém, ndo sabem de antemdo qual serd a demanda
a cada sabado. Os alunos estimam em 0,35, 0,45 e 0,20, respectivamente, a probabilidade de que a
demanda seja de 50, 100 ou 150 unidades. Os alunos sabem que os cupcakes comprados deverdo ser
vendidos todos no sdbado, os cupcakes nao vendidos serdo considerados como perda, ja que a validade
desses cupcakes é de apenas 4 dias. Sendo assim, eles ndo poderdao vendé-los na semana seguinte e o

unico lugar em que poderdo vender esses cupcakes € na feira aos sdbados.
a)Dentro dessa situacao devemos escolher a melhor decisao a ser tomada.

Obs: No exemplo tomado estamos admitindo que a venda dos cupcakes seja feita apenas nas quantias
de 50, 100 ou 150 unidades para facilitar a compreensdo, ja que o propdosito deste trabalho é
apresentar probabilidade subjetiva e teoria da decisdo para alunos do ensino médio. Nosso problema

pode ficar bem mais extenso e complexo caso ndo seja estipulada a quantia vendida a cada sdbado.

5.4) AS ACOES NA TOMADA DE DECISAO

Todas as vezes que nos deparamos em ocasides nas quais temos mais de uma opcao de escolha
devemos tomar uma decisdo e tentar escolher a op¢ao que mais nos satisfaca. Nem sempre decidir entre
as opgdes oferecidas é um processo facil. E importante, diante de situagdes como esta que tenhamos em
mente todas as possiveis acoes.

Listar todas as alternativas razodveis de acdes ajuda-nos a tentar fazer a melhor escolha. E
necessdrio reconhecer que ndao podemos tomar vdrias decisdes a respeito de um mesmo assunto e
encontrar nessa lista de agdes apenas uma decisdo a ser escolhida. Quanto mais informacdes tivermos a
respeito da acdo, mais féicil serd a escolha. Porém, em situacdes de incerteza, nem sempre € possivel

afirmar que a decisdo tomada € a mais correta. As incertezas também devem ser estudadas em conjunto
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com as decisdes. Os eventos incertos ndo sdo irrelevantes. Para cada situacdo devemos considerd-los,
mas em muitos problemas ndo conseguiremos listar todas as incertezas. Ao listar as possiveis acdes e as
incertezas também levamos em conta a subjetividade. Duas pessoas nem sempre possuirdo a mesma
lista de agdes diante de uma mesma situacdo. Um evento relevante para uma pessoa nem sempre serda
para outra. A experiéncia de cada um faz parte do processo. Uma mesma pessoa ao enfrentar um
processo decisério e futuramente se deparar com algo parecido, devido a experi€ncia ja vivida ao tomar
a decisdo no passado, pode elaborar uma lista de acdo diferente da que realizou ha tempos atrds. A
experiéncia € importante ao decidir, muitas agdes consideradas importantes no passado podem ji nao ter
mais significado no presente. Uma escolha que deu certo no passado sempre serd considerada positiva
no presente, uma decisdo que trouxe perda ou prejuizo nem sempre serd escolhida novamente.

Ao decidir, podemos considerar uma lista de decisdes e uma lista de eventos incertos, com o
maior nimero possivel de informacdes sobre eles. Analisar a consequéncia de cada decisdo em cada um
dos eventos incertos e buscar fazer a melhor escolha, tendo em mente que a melhor escolha de hoje nem
sempre serd a de amanha. Fatores como a maturidade e a experiéncia fazem parte de nossa vida e
influenciam no processo de decisao.

No Exemplo 12 os alunos devem listar as trés situacoes:

Comprar 50 unidades de cupcakes;
Comprar 100 unidades de cupcakes;

Comprar 150 unidades de cupcakes.

5.5) A INCERTEZA NO PROCESSO DECISORIO

Os maiores fildsofos e pensadores reconheceram que o comportamento humano € pautado pela
incerteza e pelo conhecimento limitado do mundo. Ainda que por vezes, a certeza possa ser uma no¢ao
conveniente, ndo hd nada que possamos fazer sem estar a deriva do acaso. A certeza nio passa de uma
miragem fabricada a frente de nossos olhos por um universo incerto.

A tomada de decisdo pode surgir, muitas vezes, em situacdes nas quais a incerteza desempenha
um papel crucial. Quando fazemos uma previsdo ndo estamos adivinhando com exatidao e certeza o que
val acontecer. Da incerteza surge a necessidade de estudar formalmente o processo decisdrio e

descrever claramente as acdes, as atitudes e suas consequéncias. Ao enfrentar a incerteza fazer uma
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previsdo consiste em ter uma propensdo mais ou menos forte e esperar que certas alternativas sejam
verdadeiras antes que outras.

Muitos adotam incerteza como sindnimo de risco, ambiguidade, confusdo, ddvida, hesitacdo, e
até mesmo ansiedade.

Prever as alternativas que podem ocorrer, de forma espontanea, € que nao nos deixardo em casos
desfavoraveis faz parte do processo de escolha. Ao decidir devemos examinar os prds e os contras para
depois expressar nossa previsao. Devemos ter consci€ncia e reconhecer que o que € incerto € incerto e
ndo pretendemos transformar a incerteza em certeza, mas decidir racionalmente e da melhor forma
possivel.

Esse processo nos leva a estabelecer critérios para medir as possibilidades ao decidir e calcular
probabilidades. Precisamos ter cuidado ao estabelecer valores de modo que, os mesmos, nao tragam
efeitos indesejaveis como uma perda. O grau de probabilidade atribuido por um individuo a um possivel
evento, se manifesta pelas condicdes em que ele estaria disposto a apostar por esse evento.

Bruno De Finetti em seu trabalho publicado em 1937, “La prévision: sés bis logiques, sés
sources subjectives” concebe a probabilidade como uma nogdo pratica aplicavel a vida cotidiana.
Segundo o autor, € possivel supor um evento bem definido mesmo que este deixe duvidas sobre sua
ocorréncia ou ndo. A incerteza sobre a sua ocorréncia obriga o decisor a definir dois termos: a
comparacdo e a graduacdo da incerteza desses eventos [28]. De Finetti estabelece alguns postulados
para a relagdo comparativa “mais provavel que”. Esses postulados sao:
1.Um evento incerto pode ter a mesma probabilidade, ser mais provdvel ou menos provdvel que outro.
2.Um evento incerto sempre serd mais provdavel que um evento impossivel e menos provdvel que o
evento certo.
3.Se um evento A’ possui maior probabilidade que outro evento A e, este ultimo é mais provdvel que
outro evento A”, entdo A’ sera mais provavel que A” ( propriedade transitiva).

A nocao da incerteza faz com que sejamos cautelosos ao tomar uma decisdo. Podemos diminuir
o grau de incerteza a partir do momento em que obtemos mais informagdes sobre o problema.

Para o problema dos cupcakes os alunos ndo possuem certeza sobre a quantidade de cupcakes
que deverdo comprar, pois ndo € certo que estes cupcakes serao vendidos. Os alunos apenas estimam as
probabilidades de venda que sdo de 0,35 para 50 unidades, 0,45 para 100 unidades e 0,20 para 150
unidades. Sem maior conhecimento sobre a teoria da decisdo, baseados somente na cautela, os alunos
poderiam escolher a menor quantidade para o primeiro dia de vendas. Observando o que acontecera

nesse dia, conversando com feirantes ja experientes, colhendo mais informacdes, os alunos poderdo
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decidir, de forma mais precisa, a venda para os proximos dias de feira. Porém, alguns conceitos da

teoria da decisdo nos ajudardo a resolver o problema de maneira mais precisa.

5.5.1) COMO MEDIR NUMERICAMENTE A INCERTEZA

Diante da incerteza sempre fazemos suposi¢cdes do que pode vir a acontecer: o tempo estd
nublado, deve chover; o desfile de carnaval de nossa escola de samba serd um sucesso, as roupas e
carros alegoricos estdo ficando muito bonitas; o investimento na bolsa de valores pode ter um bom
retorno financeiro; meu candidato a prefeito tem grandes chances de ganhar a eleicdo nesse ano. Sdo
muitos os eventos incertos aos quais nos deparamos cotidianamente. Muitas vezes, nao temos certeza se
estes ocorrerdo ou ndo, ou sairdo do jeito que imaginamos, mas sabemos que alguns eventos sdo mais
provaveis de acontecer do que outros.

E mais fcil adivinhar a face obtida no lancamento de um dado balanceado do que ganharmos na
mega-sena, ou até mesmo ganharmos R$ 1,00 no jogo da raspadinha.” Para quantificar a incerteza
devemos atribuir valores mais altos aos eventos mais provaveis e valores menores aos eventos menos
provaveis. Afinal, mesmo diante da incerteza, o objetivo do decisor é sempre fazer a melhor escolha.

A medi¢do em nimero € um processo que ajuda a analisarmos as agdes para termos mais acertos
em decisdes que envolvem a incerteza.

Na probabilidade subjetiva o valor atribuido aos eventos pode variar de um individuo para outro,
j4 que cada um € Unico e possui uma relacdo diferente com o mundo que o cerca, com opinides e
pensamentos proprios. Para a teoria objetivista, as probabilidades deveriam ser as mesmas diante de um
mesmo evento com as mesmas informagdes. Sabemos que, diante da subjetividade muitos sdo os fatores
que influenciam na decisdo, como as experiéncias de cada individuo, a maturidade, o medo de arriscar
que muitas pessoas t€ém diante de situagdes de risco. Assim, se um esperto decisor valoriza a
probabilidade de ocorréncia de um evento em 0,9 e uma pessoa comum valoriza em 0,2 e o evento
realmente ocorre, mesmo que aparentemente a valorizagdo do decisor experiente foi melhor, no entanto,
as valorizagdes sao igualmente boas se correspondem aos respectivos julgamentos que cada um possui a

respeito do evento.

’ Jogo mencionado na atividade 6.3 deste trabalho : Sorte ou Azar?
54



Cada pessoa diante de um evento A e de uma informacdo I pode atribuir o seu valor ao evento
em questdo. No entanto, mesmo que os valores atribuidos por cada um seja diferente, deve-se sempre
haver coeréncia na tomada de decisdo. Pessoas coerentes tem mais chance de tomar a decisdo correta.
Todo individuo deve sempre rever sua atribuicdo de valores de modo a evitar a incoeréncia. A
atribuicdo de valores estd diretamente relacionada a informacdo que o decisor possui a respeito do
evento em questdo. O problema encontra-se quando um mesmo sujeito atribui valores muito diferentes
para uma mesma informag¢do diante de novas informagdes. Por isso, hd necessidade de ser coerente ao
atribuir valores.

Por exemplo, um certo individuo tem as seguintes preferéncias, prefere uma determinada casa de
campo a um automodvel; prefere o automdvel a um apartamento; mas prefere o apartamento a casa de
campo. Ha algo de estranho com as preferéncias do individuo neste exemplo. Se associarmos o termo
“prefere” ao valor que o individuo esta disposto a pagar para trocar um bem pelo outro, neste caso, este
estaria ficando mais pobre. Supondo que este tenha a casa e paga para trocéd-la pelo apartamento, entdao
paga novamente para trocar o apartamento pelo automével e finalmente paga para trocar o apartamento
pela casa. Ao fim, continua com a casa e perdeu dinheiro. O exemplo contradiz o postulado 3 de De
Finetti, propriedade transitiva. Percebemos que nao ha coeréncia no exemplo.

O decisor ideal é a pessoa racional, coerente, atento as regras e aos valores atribuidos aos
eventos incertos. Nos casos econdmicos onde as apostas sao pagas em dinheiro, o decisor sempre fica
atento e procura ser o mais coerente possivel, pois qualquer falha ou transgressao ocorre em perda ou
prejuizo financeiro. Porém, medir numericamente a incerteza é um processo que pode estender-se a
todas as decisdes, mesmo que o prémio seja ficticio. Podemos comparar qualquer valor atribuido a um
evento como um ndmero de bilhete de loteria, de tal modo, que o individuo coerente respeite suas

preferéncias e as decisdes sejam pertinentes com a maxima utilidade esperada.

5.5.2) INCERTEZA, RISCO E AMBIGUIDADE

Apesar de muitas pessoas considerarem incerteza como sindnimo de risco, ambiguidade,
hesitacdo, etc, devemos entender a diferenga entre incerteza, risco e ambiguidade ao tomar uma decisao.
Considera-se risco a situacdo ao qual o tomador de decisdo pode usar apenas uma probabilidade

(objetivamente) para cada um dos resultados possiveis. A situac@o de incerteza corresponde ao caso em
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que as probabilidades ndo sdao objetivamente definidas, isto é, o individuo atribui uma probabilidade
subjetiva de que ocorra determinado evento. A ambiguidade ocorre num contexto de incerteza quando o
tomador de decisdao ndo € capaz de especificar uma probabilidade sobre os eventos, mas sim um
conjunto destas. Para ilustrar a diferenca entre esses termos tomemos como exemplo.

Uma urna contém 100 bolas, idénticas no formato e textura, diferem-se apenas pela cor, ha
bolas pretas e brancas. Uma bola serd retirada, aleatoriamente, dessa urna e verificard sua cor. O decisor
deverd escolher entre apostar na cor branca ou apostar na cor preta. Se ele possui a informacdo que
nessa urna hd 30 bolas brancas e 70 bolas pretas, a situacio € de risco caso ele apostar na cor branca, ja
que a chance de ocorréncia dessa cor € de apenas 30% contra 70% da cor preta. Serd de incerteza se ele
ndo sabe a propor¢ao de bolas na urna, mas atribui uma probabilidade especifica para se retirar uma
bola branca (0,5 por exemplo). Serd de ambiguidade, se ele admitir como possiveis vdrias

probabilidades para a retirada de uma bola branca (por exemplo, entre 0,2 e 0,8) .

5.6) MATRIZ DE DECISAO

A matriz de decisdao é uma ferramenta usada pelo agente decisor para dispor a informacao
necessaria de modo que a melhor decisdo possa ser tomada. As informacdes contidas numa matriz de
decisao sao as seguintes:

- as alternativas (ag¢Oes) disponiveis ao agente decisor;

- os acontecimentos (estados da natureza) que podem ocorrer afetando a qualidade de escolha;
- as probabilidades dos vérios acontecimentos;

-as consequéncias resultantes das varias combinacdes das alternativas com os acontecimentos;

- as utilidades, isto €, os niveis de satisfacdo de cada consequéncia.

Uma matriz de decisdo € definida do seguinte modo:
. Certeza: o decisor tem toda a informagdo necessdria a constru¢do da matriz de decisdo e sabe

quais os acontecimentos que podem ocorrer.

. Risco: o decisor tem toda a informacdo necessdria a constru¢do da matriz de decisdo. Embora o
acontecimento que ird ocorrer ndo esteja determinado, sdo conhecidas as probabilidades de ocorréncia

dos varios acontecimentos.
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. Incerteza: o decisor ndo tem toda a informagdo necessdria a constru¢do da matriz de decisdo.
Desconhece-se qual o acontecimento que poderd ocorrer, assim como as vdrias probabilidades de

ocorréncia.

. Conlflito: o decisor ndo tem toda a informac¢do necessdria a constru¢ao da matriz de decisdo. Os

acontecimentos sdo acdes de um competidor e as probabilidades sdo desconhecidas.
Vejamos a matriz de decisdo para o problema dos cupcakes. Sabemos que os alunos ganham R$
2,00 na venda de cada cupcake ( R$ 4,00 — R$ 2,00) e perdem R$ 2,00 a cada cupcake nao vendido. A

matriz de decisdo para o problema é dada na Tabela 2.

Tabela 2 - Matriz de decisdo para o problema dos cupcakes.

ESTADOS DA NATUREZA
ALTERNATIVAS Vender 50 Vender 100 Vender 150
cupcakes cupcakes cupcakes
p=0,35 p= 0,45 p= 0,20
Comprar 50 R$ 100,00 RS 100,00 R$ 100,00
cupcakes
Comprar 100 0 R$ 200,00 R$ 200,00
cupcakes
Comprar 150 - R$ 100,00 R$ 100,00 R$ 300,00
cupcakes

Analisando a matriz de decisao representada na Tabela 2, sabemos que:
- caso eles comprem 50 cupcakes e consigam vender todos o lucro serd de R$ 100,00 (50 x R$ 2,00).
E uma medida bastante conservadora, mesmo que a demanda seja maior do que 50 unidades, eles ndo

terdo mais cupcakes para vender e irdo embora com R$ 100,00 de lucro;

- ao comprar 100 cupcakes, eles poderao ir embora sem nada ou ganhar R$ 200,00. Caso vendam
apenas 50 cupcakes, ganhardao R$ 100,00 pela venda, mas também perderdo R$ 100,00 dos 50 cupcakes
nido vendidos e irdo embora sem prejuizo, mas ndo terdo lucro. Assim, ficard dificil realizar a tao
sonhada viagem de formatura. Caso consigam vender os 100 cupcakes irdo embora felizes com um

lucro de R$ 200,00;
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- a escolha pela compra de 150 cupcakes € mais audaciosa. Essa opc¢do apresenta lucro maior, mas
podera dar prejuizo se venderem apenas 50 cupcakes. Ganharao R$ 100,00 pela venda dos 50 cupcakes
e perderdo R$ 200,00 por ndo conseguirem vender as outras 100 unidades, resultando em R$ 100,00 de
prejuizo, o que pode ser muito ruim para eles. Poderao lucrar R$ 100,00 na venda de 100 cupcakes, o
que torna essa alternativa com o mesmo lucro da alternativa 1, compra de 50 cupcakes. Mas também
poderdao ganhar R$ 300,00 caso a feira esteja bastante movimentada e eles consigam vender os 150

cupcakes.

5.7) CRITERIOS ADOTADOS NA DECISAO TOMADA SOBRE
INCERTEZA

Na decisdo sob incerteza, ndo sdo conhecidas as probabilidades de ocorréncia dos estados da
natureza. Existem diversos critérios disponiveis para a tomada de decisdo. Nao ha critério tnico para os
problemas de decisdo tomados sob incerteza. Apresenta-se a seguir alguns dos critérios mais
conhecidos. Detalharemos o problema dos cupcakes para cada um dos critérios, consideraremos que 0s

alunos nio possuem a informag¢ao da probabilidade de venda de cada uma das quantidades.

CRITERIO MAXIMIN

A caracteristica desse critério € ser bastante conservador. A palavra maximin quer dizer o
maximo entre os minimos. Para cada alternativa entre si, escolhemos aquela que conduz ao “menos
ruim” dos piores. E preciso, porém, tomar um certo cuidado, pois o que ¢ “maximo” ou “minimo”
depende de como foi construida a matriz de decisdo. Alguns decisores consideram o critério maximim
pessimista.

Podemos construir uma tabela de decisdo, Tabela 3, para o problema dos cupcakes com os
piores resultados.

Tabela 3 - Matriz de decisao usando o critério maximin.

ALTERNATIVAS Vender 50 Vender 100 Vender 150 | Piores Resultados
cupcakes cupcakes cupcakes

Comprar 50 R$ 100,00 R$ 100,00 R$ 100,00 R$ 100,00
cupcakes

Comprar 100 0 R$ 200,00 R$ 200,00 0
cupcakes

Comprar 150 -R$ 100,00 R$ 100,00 R$ 300,00 -R$100,00
cupcakes
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Se os alunos sdo pessimistas, usardo o critério, escolhendo o maximo entre os minimos. A op¢ao
escolhida por eles seria a de comprar 50 cupcakes e obter um lucro de R$ 100,00 a cada sabado.
Considerando que trabalhariam mais ou menos 30 sdbados até o dia da viagem, lucrariam um total de
R$ 3.000,00. Ndo seria suficiente para pagar a viagem para todos os alunos. Supondo 20 alunos e cada
viagem a R$ 500,00 precisariam de R$ 10 000,00 para pagar a viagem toda. Seria uma ajuda, mas néo o

suficiente.

CRITERIO MAXIMAX

Ao contrario do critério maximin, o critério maximax € considerado fundamentalmente otimista.
Neste critério, identifica-se em cada alternativa o seu melhor resultado. Dados os melhores resultados
de cada alternativa, escolhe-se aquele com o melhor entre os melhores. Sendo assim, quando
empregado, o decisor encara o futuro totalmente favordvel aos seus planos.

Construindo a tabela de decisdo, Tabela 4, para o problema dos cupcakes com os melhores

resultados.
Tabela 4 - Matriz de decisdo usando o critério maximax.
ALTERNATIVAS Vender 50 Vender 100 Vender 150 Melhores
cupcakes cupcakes cupcakes resultados
Comprar 50 R$ 100,00 R$ 100,00 R$ 100,00 R$ 100,00
cupcakes
Comprar 100 0 R$ 200,00 R$ 200,00 R$ 200,00
cupcakes
Comprar 150 -R$ 100,00 R$ 100,00 R$ 300,00 R$ 300,00
cupecakes

Se a maioria dos alunos for otimista, o critério adotado por eles seria sempre o maximax.
Obtendo os melhores resultados lucrariam R$ 300,00 a cada final de semana, ao final de 30 sdbados
daria um lucro de R$ 9.000,00, valor muito préximo da quantia que eles precisam. E necessirio ser

otimista incorrigivel para aceitar esse critério e apostar nessa alternativa.

CRITERIO DE LAPLACE
Usa todos os dados da matriz de decisdo. Como ndo sdo conhecidas as probabilidades dos

estados da natureza, estas sdo supostas iguais, por falta de razdo para supd-las diferentes. Por esse
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motivo, o critério de Laplace ¢ algumas vezes referido como “critério ou método da razdo insuficiente”.
A probabilidade associada a cada estado da natureza é sempre igual a unidade dividida pelo nimero de
estados da natureza. Apds assumir probabilidades iguais, calcula-se o valor esperado para cada
alternativa, escolhendo-se a que conduzir ao melhor valor esperado.

Considerando o problema dos cupcakes, segundo o critério de Laplace, a probabilidade atribuida
g [ 1 . .
a cada estado da natureza pelo critério de Laplace é de P tendo em vista que existem 3 estados da

natureza. Os valores serao:

Comprar 50 cupcakes : Ey = 100. + 100 .7 + 100 . 3 === = R$ 100,00.
Comprar 100 cupcakes : By = 0. +200 .=+ 200 . = = 22> = R$ 133,33,

1 1 1 300
Comprar 150 cupcakes : E3=-100. 5+ 1007+ 300 . 3 =2 = R$ 100,00.

A melhor alternativa segundo este critério, destacada em negrito, é a com maior valor, ou seja, a

alternativa de se comprar 100 cupcakes.

CRITERIO DE SAVAGE

Este critério € conhecido como critério do remorso minimax, que tende a minimizar os maiores
remorsos possiveis, para nao haver arrependimento. O remorso é calculado com base em quanto € que o
agente de decisdo se arrependeria, caso uma determinada agdo fosse escolhida e um determinado
acontecimento ocorresse.

Este critério esta baseado no remorso, propde a minimizagdo do “maximo arrependimento”. O
arrependimento ou remorso corresponde a diferenca entre o resultado obtido com a acdo adotada e
aquele que seria obtido se fosse adotada a melhor acdo. Para a compra de 50 cupcakes com o
acontecimento venda de 50 cupcakes, ndo haveria remorso, pois para esse acontecimento ou nos demais
(venda de 100 ou de 150 cupcakes) sempre o lucro seria igual a R$ 100,00, dado que ele teria apenas 50
cupcakes para vender mesmo nas situagdes de venda de 100 ou 150 cupcakes, por ter comprado apenas
50 cupcakes. Por outro lado, se ele escolhesse a alternativa 2 comprar 100 cupcakes e o acontecimento
venda de 50 cupcakes ocorresse o remorso seria de R$ 100,00 (100 — 0). Pode-se criar uma matriz de

remorsos, subtraindo cada nimero de uma coluna pelo maior nimero dessa coluna.
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Matriz de remorso para o problema dos cupcakes, representada na Tabela 5.

Tabela 5 - Matriz de decisdo usando o critério de Savage.

ALTERNATIVAS Vender 50 Vender 100 Vender 150 Maiores

cupcakes cupcakes cupcakes remorsos

Comprar 50 0 R$ 100,00 R$ 200,00 R$ 200,00
cupcakes

Comprar 100 R$ 100,00 0 R$ 100,00 R$ 100,00
cupcakes

Comprar 150 R$ 200,00 R$ 100,00 0 R$ 200,00
cupcakes

Os maiores niveis de remorso correspondentes as trés alternativas sao, respectivamente, R$
200,00; R$ 100,00 e R$ 200,00. Assim, o nivel de remorso minimax (minimo dos maximos) € igual a

R$ 100,00, correspondente a compra de 100 cupcakes e a venda de 50 cupcakes ou 150 cupcakes.

CONCLUSAO.

Dados todos estes critérios e verificando que para cada um destes ha uma alternativa diferente a
ser seguida, levanta-se naturalmente a questdao sobre qual a melhor decisdo a ser tomada. Infelizmente,
ndo existe uma solucdo “correta” para tal questdo. Se todos os critérios nos levassem a uma mesma
escolha poderiamos fazé-la com total confianca. Pode ser que, em algumas situacdes um dos critérios
seja o mais apropriado. No problema dos cupcakes, se os alunos ndo tiverem muito capital podem optar
pelo critério maximin.

Contudo, o agente de decisdo deve sempre fazer tudo para evitar situacdes de incerteza. Deve-se
tentar obter, mesmo que seja dificil, as estimativas das probabilidades quer que elas sejam objetivas ou

subjetivas.

5.8) TEORIA DA UTILIDADE ESPERADA

No problema dos cupcakes aplicamos os critérios de decisdo: maximim, maximax, Laplace e
Savage. Percebemos que cada critério adota um método especifico de escolha e para cada um deles ha

uma decisdo a ser tomada.
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A teoria da utilidade fundamenta-se sobre as preferéncias reais das pessoas ou entidades quanto
aos resultados oriundos de suas decisdes e, portanto, abriga em sua esséncia a explicacdo do
comportamento do decisor. A teoria da utilidade mantém a coeréncia matematica e produz resultados
afins ao comportamento dos seres humanos e de empresas frente ao risco.

A vantagem da teoria da utilidade estd em transformar situacdes onde os prémios sdo
qualitativos pela substituicdo desses prémios por valores de utilidade. Quando as probabilidades dos
acontecimentos sdo conhecidas, o agente decisor pode pesar as utilidades das consequéncias pelas
respectivas probabilidades de ocorréncia de modo a obter as utilidades esperadas. A op¢do com a maior
utilidade esperada pode entdo ser escolhida, essa op¢do € a que trard maior satisfacao.

Quando as probabilidades dos acontecimentos ndo sdo conhecidas, o agente decisor pode
estimar probabilidades de ocorréncia dos acontecimentos. Neste caso, o agente decisor deve pautar-se
em informacdes conhecidas por ele sobre os acontecimentos. E importante ser coerente na escolha e
tentar obter os melhores estimadores para essas probabilidades .Quando existem n acontecimentos que

podem ocorrer, a utilidade esperada de uma alternativa pode ser calculada da seguinte forma

Utilidade esperada da alternativa i = Z}‘zl(pi Uy) ,i=123...,n.

De acordo com as probabilidades atribuidas a cada uma das vendas, podemos obter o valor da utilidade
esperada para cada uma das situagdes, em relacdo ao problema dos cupcakes.

Venda de 50 cupcakes : Eq = (100)(0,35) + (100)(0,45) + (100)(0,20) = R$ 100,00.

Venda de 100 cupcakes: E, = (0)(0,35) + (200)(0,45) + (200)(0,20) = R$ 130,00.

Venda de 150 cupcakes: Ez= (-100)(0,35) + (100)(0,45) + (300)(0,20) = R$ 70,00.

A melhor opcdo de acordo com o valor maximo esperado, para os alunos € comprar 100

cupcakes, o que conduzird a um lucro médio de R$ 130,00.
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5.8.1) AXIOMAS DA TEORIA DA UTILIDADE

Faz-se necessario definir uma funcdo de utilidade para representar coerentemente as preferéncias
do decisor. Para definir essa funcdo € necessdrio que os axiomas abaixo sejam vdlidos. O
comportamento do agente decisor deve ser compativel com esses axiomas [1].

A notagdo adotada é:
A >B Aé preferivel em relagdo a B.
A ~B A ¢ indiferente em relacdo a B.

A <B B épreferivel emrelagdo a A.

1) Axioma da ordenalidade: Dados os estados da natureza A e B, estes possuem uma das trés relacdes:

A>B ou A~B ou A<B.

No problema dos cupcakes considerando cada um dos critérios, o axioma da ordenalidade é
respeitado. Sejam, A “venda de 50 cupcakes”, B “venda de 100 cupcakes” e C “venda de 150

cupcakes”.

Critério maximim: A>B e B> C.

Critério maximax: C>B e B> A.

Critério de Laplace: B>A ¢ B>C ; A~C.
Critério de Savage: B>A ¢ B>C ; A~C.

2)Axioma da transitividade: Se A > BeB > C, entdo A > C.
Para o problema dos cupcakes, o axioma da transitividade:

Critério maximim: A>B e B>C=> A >C.

Critério maximax: C>B e B>A =>C> A.
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5.9) EQUIVALENTE CERTO

Chamamos de equivalente certo o valor cujo decisor aceitaria pagar para ndo participar da
situacdo de incerteza, que pode ser um jogo, uma loteria etc. Cada individuo possui um equivalente
certo diferente de outro, ja que cada um de ndés age de modo diferente diante de situagdes que envolvem
riscos. Existem pessoas que possuem aversao ao risco, € por esse motivo, ndo gostam de apostar e
arriscar; outras sdo indiferentes, ficam neutras diante desta situacdo e outras tem propensao ao risco e

estdo sempre apostando.

5.10) CLARIVIDENCIA OU INFORMACAO PERFEITA

Suponhamos que diante de um problema de decis@o alguém ofereca ao decisor uma informacgao
perfeita de antemdo. Podemos até imaginar uma consulta a um adivinho que dird, por antecipacio, qual
a melhor decisdo a ser tomada em uma situacio (se é que podemos encontrar um adivinho que forneca
tal informacao perfeita e realmente possua o dom da clarividéncia). Qual seria o valor da consulta a esse
adivinho? Quanto devemos pagar a alguém que ofereca essa tal informacgao perfeita?

Para isso podemos determinar o valor esperado da informagao perfeita [1]. Chamando por C a
clarividéncia e por X a varidvel aleatéria valor esperado, o valor esperado da clarividéncia E(C) é
dado por

E (C)=E (XIC) - E (X).

O efeito da clarividéncia é o de se conhecer o estado da natureza antes de se tomar a decisdo.
Porém, nem sempre é possivel obter esse valor na pratica. Mas, o valor esperado da informagao perfeita
pode ser muito util por representar um limite superior para o valor de qualquer informacao adicional.

Admita agora que alguém ofereca aos alunos a informacao perfeita de antemao, que pode ser a
ajuda de um feirante antigo que ja estd acostumado com a movimentacdo da feira e sabe que nos
sdbados do inicio do més as vendas sdo sempre maiores, portanto, no final do més a venda pode
diminuir. Quanto se deve pagar por essa informagao?

Supondo que os alunos sempre venderdo a quantia comprada, entdo sabe-se que quando a
demanda for de 50 cupcakes, os alunos lucrardao R$ 100,00, quando a demanda for de 100 cupcakes o
lucro serd de R$ 200,00 e quando a demanda for de 150 cupcakes, eles lucrardo R$ 300,00:

- 0s alunos lucrardo R$ 100,00 em 35% das oportunidades;
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- lucrarao R$ 200,00 em 45% das oportunidades;
-lucrardo R$ 300,00 em 20% das oportunidades.
Da posse da informacgdo perfeita, o lucro médio dos alunos serd
(100)(0,35) + (200)(0,45) + (300)(0,20) = R$ 185,00

Os alunos ganhardo agora R$ 185,00 contra R$ 130,00 que ganhavam quando nao tinham a

informacao perfeita. O valor esperado da informacao perfeita é
E(C)=E(XIC)-E (X)
E(C)=185,00 - 130,00 = R$ 55,00
Os alunos nao poderdo pagar mais do que R$ 55,00 pela informagao perfeita, exatamente o que

irdo ganhar.

5.11) ARVORE DE DECISAO

Uma arvore de decisdao é outra maneira de se dispor a informacdo necessdria a tomada de
decisdo. A arvore de decisdao é um grafo conexo e direcionado. A arvore é composta por ramos de a¢des
e ramos de acontecimentos. Os ramos de acdes representam decisdes e emanam de nds quadrados,
constituem alternativas; os ramos de acontecimentos emanam de nds circulares, sdo nds de incerteza e
representam eventos aleatorios. A cada um destes ramos de acontecimentos estd sempre associada uma
probabilidade objetiva ou subjetiva e, no fim de cada ramo terminal, encontram-se os valores ou
utilidades das respectivas conseqiiéncias.

Na construcdo da arvore, as probabilidades indicadas sdo condicionadas aos estados de
informacao correspondentes a cada nd6. Em cada ramificacio as probabilidades devem ter soma unitéria.

Esta ferramenta apresenta vdrias vantagens, entre as quais, a de mostrar clara e explicitamente as
decisdes que deverdo ser tomadas, a ordem em que cada decisdo eventualmente deverd ser tomada, as
consequéncias de cada decisdo e as fontes de incerteza que afetam cada decisd@o. Gracas a computacdo

moderna, empresas grandes conseguem manter drvores de decisdo com milhares de nds.

Vejamos como € a arvore de decisdo para o problema dos cupcakes baseada na Tabela 2 (matriz

de decisdo para o problema dos cupcakes).

65



Definimos os eventos, A “compra de 50 cupcakes”, B “compra de 100 cupcakes” ¢ C “compra
de 150 cupcakes”.

Conhecemos as probabilidades de demanda para 50, 100 e 150 cupcakes dadas por,
respectivamente, 0,35 ; 0,45 e 0,20. Consideremos os eventos, A’” = venda de 50 cupcakes, B” = venda
de 100 cupcakes e C” = venda de 150 cupcakes.

Cada um dos circulos da Figura 12 representa a o valor esperado para cada uma das acdes, dadas
as probabilidades de ocorréncia das vendas, calculadas na Secdo 5.8. O primeiro circulo representa o
valor esperado para a compra de 50 cupcakes, o segundo para a compra de 100 cupcakes e o terceiro
para a compra de 150 cupcakes. De cada um destes circulos emanam trés ramos indicando as
probabilidades de venda de 50 cupcakes, 100 cupcakes e 150 cupcakes. No final de cada um destes
ramos, respectivamente, estd indicado o lucro obtido com a venda dessa quantidade de cupcakes.

A melhor op¢ao, baseada na maior utilidade esperada € a opcdo B, compra de 100 cupcakes,
representada pelo n6 quadrado, um né de decisio.

Figura 12 - Arvore da decisdo para o problema dos cupcakes.

A” 0,35

_~ R$ 100,00

RS 100,00

\ RS 100,00

A” 0,35 0

B B” 0,45
130 R$200,00

C” 0,20

130

RS 200,00

-R$ 100,00

RS 100,00

RS 300,00



Usando a clarividéncia ou informagdo perfeita, também podemos construir uma arvore de
decisdo . Na Figura 13 os quadrados sdo nds de decisdao que indicam o maior valor para cada uma das
vendas. O primeiro quadrado mostra que o maior valor para a venda de 50 cupcakes € dado pela compra
de 50 cupcakes, o segundo aponta a melhor op¢do para vender 100 cupcakes a compra de de 100
cupcakes e no terceiro quadrado a melhor escolha para a venda de 150 cupcakes é a compra de 150
cupcakes. Sendo assim, se os alunos tiverem uma informagdo perfeita, o valor esperado é R$ 185,00,
representado pelo circulo. O valor da clarividéncia é dado por E( C ) = E(X | C) - EX) = 185,00 —
130,00 = 55,00. O valor da informagao perfeita é igual a R$ 55,00.

Figura 13 - Arvore da decisdo usando clarividéncia.

RS 100,00
B
100 0
C
- R$ 100,00
/A RS 100,00
B” 0.45 200 B
_ R$200,00
C
RS 100,00
C”0,20 A RS 100,00
B
300 RS 200,00
C
RS 300,00
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CAPITULO 6

ATIVIDADES ENVOLVENDO PROBABILIDADES E TEORIA DA
DECISAO PARA A SALA DE AULA

Neste capitulo queremos oferecer ao professor uma maneira diferente de ensinar probabilidade e
a oportunidade de introduzir no ensino médio conceitos relacionados a teoria da decisdo. Observando a
necessidade de adequacdo a alunos com diferentes motivacgdes, interesses e capacidade, os jogos sao
uma oportunidade para se ensinar Matematica de forma criativa e dindmica. O jogo cria situacdes que
exigem solugdes originais, desenvolve habilidades de raciocinio l6gico que estdo envolvidas no
processo de jogar como investigacdo, levantamento e checagem de hipdteses.

As atividades propostas neste trabalho desenvolvem cuidadosamente a compreensdo da
linguagem de probabilidade e suas diferentes interpretacdes, faz a relacdo com a estatistica ao trabalhar

médias e desvio padrdo e amplia o curriculo comum do ensino médio ao inserir teoria da decisdo.

6.1) ROLE OS DADOS

Esta atividade € sugerida em [37]. Foi feita uma adaptacdo do jogo para ser trabalhado em sala
de aula.

O interessante € a aplicagdo do jogo logo apds ser introduzido o conceito de probabilidade. Ao
jogar Role os Dados, os alunos deverdo perceber que o jogo ndo ¢ “justo”, ao ponto de dar aos
jogadores a mesma chance de ganhar e, juntamente com o professor decidirem o que seria “justo” para

esse jJogo.

e Numero de participantes: no minimo 2.

e Material necessario: 2 dados para cada dupla.

e Objetivo: Relacionar probabilidade cldssica e frequentista através de atividade lddica, visando
proporcionar ao aluno maior envolvimento e interesse pelo conteudo.

e Duracao: 2 a 3 aulas.

e Regras:

1) Os jogadores deverao realizar 10 partidas ou rodadas.
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2) A cada rodada, os dois jogadores lancam, ao mesmo tempo, cada um o seu dado e anotam o
resultado na tabela (apresentada no desenvolvimento). O jogador A anota o seu resultado e depois o

jogador B, na forma de par ordenado (A,B).

3) O jogador A marca 1 ponto se o valor da diferenca, em médulo,entre os nlimeros que sairem nos
dados for 0, 1 ou 2. O jogador B marca 1 ponto se o valor da diferenga, em médulo, for 3, 4 ou 5.
Exemplo: se os nimeros obtidos nos dados sdo: 4 e 6, temos | 4-6 | =2, quem marca ponto € o jogador

A.

4) Apo6s as 10 rodadas, vence o jogador com o maior nimero de pontos.
Ap6s passadas as regras, cada dupla decidird quem serd o jogador A e quem serd o jogador B. O

professor ndo deve intervir, apenas analisar qual o critério de escolha adotado por cada dupla.

. Desenvolvimento

Cada dupla recebera a seguinte tabela, Tabela 6, para anotar os resultados®. Se achar melhor, o
professor pode passar a tabela na lousa e pedir para que um dos alunos da dupla copie no caderno ou
numa folha.

Tabela 6 - Material de apoio para o jogo Role os Dados.

RESULTADO | DIFERENCA GANHADOR
(A,B) | A-B |

® Encontra-se no apéndice um modelo da tabela para facilitar o trabalho do professor.
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VENCEDOR XXXXXXXXXXXXXX

Ap6s as 10 rodadas, declara-se o ganhador. O professor deve anotar na lousa quem foi o
vencedor de cada dupla, jogador A ou jogador B. A questdo fundamental a ser explorada é: as regras do
jogo sdo justas, no sentido de dar a ambos os jogadores probabilidades iguais de ganhar? Caso nao seja,
o que poderiamos fazer para tornd-las justas?

Deixar os alunos pensarem um pouco sobre a questdo. A resposta € que as regras nao sao justas.
Por que nao?

Vejamos os resultados para todos os langamentos através da tabela. E interessante os proprios
alunos construirem a tabela abaixo, Tabela 7.

Tabela 7 - Resultados possiveis para o jogo Role os Dados.

Resultado Diferenca em Ganhador Resultado Diferenca em Ganhador
Mddulo Mddulo
(1,1) 0 A (4,1) 3 B
(1,2) 1 A (4,2) 2 A
(1,3) 2 A (4,3) 1 A
(1,4) 3 B (4,4) 0 A
(1,5) 4 B (4,5) 1 A
(1,6) 5 B (4,6) 2 A
(2,1) 1 A (5,1) 4 B
(2,2) 0 A (5,2) 3 B
(2,3) 1 A (5,3) 2 A
(2,4) 2 A (5,4) 1 A
(2,5) 3 B (5,5) 0 A
(2,6) 4 B (5,6) 1 A
(3,1) 2 A (6,1) 5 B
(3,2) 1 A (6,2) 4 B
(3,3) 0 A (6,3) 3 B
(3,4) 1 A (6,4) 2 A
(3,5) 2 A (6,5) 1 A
(3,6) 3 B (6,6) 0 A

Ha 24 chances das 36 do jogador A ganhar 1 ponto contra 12 chances em 36 do jogador B . Ou
seja, 66,67% aproximadamente do jogador A ganhar o jogo contra 33,33% do jogador B. O jogador A

tem o dobro de chances de ganhar em relagdo ao jogador B. Pode-se analisar o resultado obtido na sala
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de aula e verificar que, provavelmente o jogador A, na maioria das vezes foi campedo. Pode até ser que

haja mais ganhadores B, mas isso € pouco provavel de acordo com a probabilidade frequentista.

Como tornar este jogo justo?
Analisando as diferencas.

DIFERENCA 0 = 6 resultados : | 1-1], [2-2], |3-3], |4-4], |5-5]. | 6-6].

DIFERENCA 1 = 10 resultados : |1-2], |2-1], |2-3], |3-2|, |3-4]|, |4-3]|, |4-5], |5-4],
|5-6], |6-5].

DIFERENCA 2 = 8 resultados: | 1-3|, |2-4], |3,1], |3-5], |4.2], |4-6], |5-3], |6-4].
DIFERENCA 3 = 6 resultados: | 1-4 |, |2-5], |3-6], [4-1], |5-2], | 6-3].
DIFERENCA 4 = 4 resultados: | 1-5|, |2-6[, |5-1], | 6-2].

DIFERENCA 5 =2 resultados: | 1-6|, | 6-1].

Para o jogo tornar-se justo, devemos ter 18 resultados possiveis para cada jogador. Algumas das
alternativas possiveis sao:

Jogador A ganha sempre que a diferenca, em médulo, for igual a 1 e 2 e o jogador B ganha para
as demais diferencas 0, 3, 4, e 5.

Jogador A ganha para as diferencas 2, 3, e 4, enquanto jogador B ganha para as diferencas 0, 1
es.

Cada dupla deve chegar a estes resultados ou a outros que sdo possiveis através do incentivo e
da ajuda do professor. O professor serd apenas orientador durante a atividade, direcionando os alunos a

concluirem por si s6 quais os resultados justos para o jogo.
. Conclusio e interdisciplinaridade.

Para fazer a ligagdo da matematica com outras dreas do conhecimento, diretamente com a Fisica,

a reportagem: “Pais dos Raios” feita pelo programa Fantastico, exibido pela rede Globo de televisdao em
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http://g1.globo.com/fantastico/noticia/2013/02/raios-matam-130-pessoas-e-deixam-200-feridas-por-ano-no-brasil.html

17.02.2013 € bastante interessante. O repdrter compara a probabilidade de uma pessoa ser atingida por
raios com o lancamento de um dado.

O professor de Fisica podera ser convidado a conhecer a atividade e aproveitar o tema para ser
estudado em suas aulas. O video tem duracao de 12:30 minutos, deve ser assistido pela classe logo apds
a atividade Role os Dados. O professor poderd usar uma ou duas aulas para realizar o jogo e tirar as
conclusdes e a outra aula para passar o video e calcular as probabilidades citadas pela reportagem.

O apresentador comenta que a probabilidade de uma pessoa ser atingida por um raio no Brasil,
em média, equivale a alguém jogar um dado por oito vezes seguidas e obter o mesmo resultado.
Considerando que o ndmero com a face voltada para cima, em um dado honesto deve ser escolhido
antes do primeiro lancamento, a reportagem sugeriu o nimero 2. Porém, na regido Amazodnica, devido
ao calor e a grande umidade do ar, a probabilidade equivale a jogar o dado trés vezes e tirar 0 mesmo
resultado e segundo o reporter, uma sequéncia de trés niimeros 2.

O professor deve juntamente com a sala calcular estas probabilidades. Os alunos poderao lancar
o dado por trés vezes consecutivas e tentar descobrir se alguém consegue obter uma sequéncia de
numeros 2.

Considerando o espagco amostral Q “lancamento de um dado balanceado por oito vezes
consecutivas” e o evento A “obter uma sequéncia de oito nimeros dois, sendo o nimero escolhido antes
do primeiro lancamento”, a probabilidade de ocorréncia do evento A de acordo com a reportagem

equivale a probabilidade de uma pessoa ser atingida por um raio no Brasil, sendo representada por P(A)

1 1

=—=———=0,0000595%.
68~ 1.679.616

Considerando um novo espago amostral @ “langamento de um dado balanceado por trés vezes
consecutivas” e o evento B “obter uma sequéncia de trés nimeros dois, sendo o niumero escolhido antes

do primeiro langamento”, a probabilidade de ocorréncia do evento B equivale a probabilidade de uma

pessoa ser atingida por raio na Regido Amazonica, logo P(B) = 6% = ﬁ =0,463% .

Algum aluno, mais interessado e atento, pode questionar de onde o repdrter tira essa comparagao
com os dados. E informado na reportagem, que por ano, cerca de 130 pessoas morrem atingidas por

raios. Em 2013, segundo o IBGE a populacdo brasileira era de aproximadamente 198.360.943

130

habitantes. Logo, temos uma probabilidade de P = ————
198.360.943

= 0,0000655% de uma pessoa morrer

atingida por um raio. Sendo assim, os dados foram usados para fazer uma comparacdo, pois 0s

resultados sdo bem préximos, com erro de cerca de 0,0000655-0,0000595= 0,000006%.
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OBS: O célculo de probabilidades de uma pessoa ser atingida por raio foi feito baseado em uma
média geral para o Brasil e em especifico para a regido AmazoOnica. Se achar interessante, o professor
pode realizar o cdlculo para cada uma das regides brasileiras ou acrescentar a regido dos alunos como

fonte de pesquisa.

e Anadlise das informacoes.

A atividade Role os Dados foi aplicada em uma turma de 2° ano do Ensino Médio da Escola
Estadual Jodo Ribeiro de Carvalho de Conceicdo dos Ouros, Minas gerais, logo apds a introducdo do
conceito de probabilidade. Foram introduzidas as definicdes de espaco amostral, eventos e alguns
exemplos de exercicios de probabilidade como, bolinhas enumeradas e retiradas de uma urna,
lancamento de um dado comum e observacdo da face voltada para cima, sorteio de prémios na sala de
aula. Ainda ndo havia sido mencionado o espaco amostral para o lancamento de dois dados distintos. O
objetivo de ndo fazer referéncia a este tipo de problema foi deixar a abordagem para ser aplicada no
decorrer do jogo.

A sala foi dividida em 14 duplas. Cada dupla recebeu os dados e as regras do jogo foram
estabelecidas. O jogo iniciava com a escolha do jogador, A ou B. Como o jogador A ganha se a
diferenca for 0, 1 ou 2 e o jogador B ganha com diferenca 3, 4 e 5, para os alunos havia 50% de chances
para cada jogador. Sendo assim, a escolha pelo jogador A ou B foi feita de modo aleatério. Algumas
duplas tiraram par ou impar para decidir quem seria o jogador A ou B, a vitéria dava direito a escolha.
Nenhuma dupla percebeu que o jogo ndo seria “justo”.

Com o desenrolar da atividade, as duplas foram percebendo que, na maioria das vezes, o jogador
A estava ganhando com certa vantagem. Alguns alunos questionaram se o dado ‘tinha algum defeito’.
Terminadas as 10 rodadas, fizemos o levantamento. Havia 12 duplas nas quais o vencedor foi o jogador
A e duas duplas com empate (5 vitérias para cada um). Os alunos acharam o resultado bastante
estranho, mas continuaram achando o jogo justo, “o jogador B estava sem sorte ou o dado apresentava

algum problema”. O Gréfico 1 apresenta as porcentagens de vitdrias de cada um dos jogadores.
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Griafico 1- Porcentagem de vitdrias por duplas.

Resultado das 10 primeiras
rodadas do jogo por duplas

85,71%
0,
0% 14,29%
I
Jogador A Jogador B Empate

Considerando as 14 duplas jogando 10 rodadas, fizemos a somatdéria por rodadas. Das 140
rodadas jogadas por todos os alunos, 97 deram vitéria a A e 43 deram vitéria a B, conforme apresenta o

Griafico 2, em porcentagens.

Grafico 2 - Porcentagem de vitérias considerando as 140 rodadas.

Resultado das 140 rodadas

69,29%
- 30,71%
Jogador A Jogador B

Sabemos que hd 66,67% de chances aproximadamente do resultado ser vitorioso para o jogador
A contra 33,33% de chances para a vitéria do jogador B. Os resultados apontados no Grafico 2 estdo
préoximos das porcentagens de vitérias propostas pelo jogo. Ndo conformados com o resultado, os
alunos se dispuseram a jogar novamente. Ninguém queria ser o jogador B. Para evitar confusdo foi
sugerido que os dados fossem trocados entre as duplas aleatoriamente e houvesse também a troca de
jogadores, quem foi o jogador A na primeira rodada seria agora o jogador B. As duplas se mantiveram,
trocando apenas o jogador A por B e vice-versa. Mais 10 rodadas foram realizadas e anotados os
resultados. O jogador A venceu em 11, o jogador B venceu em 1 dupla e houveram 2 empates,

conforme resultado apresentado pelo Gréfico 3.
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Griafico 3 - Porcentagem de vitérias do segundo jogo.

Resultado do segundo jogo por
duplas
78,57%
7'14% 14,29%
— .
Jogador A Jogador B Empate

Considerando as 140 jogadas temos 94 vitérias para A contra 46 vitdrias de B, valores préximos

do esperado, 66,67% para A e 33,33% para B, apresentados no Grafico 4.

Griafico 4 - Porcentagem de vitdrias do segundo jogo considerando as 140 rodadas.

Resultado das 140 rodadas

67,14%
- 32,86%
Jogador A Jogador B

Ao terminar o segundo jogo os alunos ainda ndo conformados com a vitéria de A comecaram a
questionar o motivo deste fato ocorrer. Neste momento lancamos a pergunta: esse jogo € justo, a fim de
dar as mesmas chances para os dois jogadores de ganhar? Um dos alunos afirmou que sim, ja que havia
trés resultados favordveis para cada um dos jogadores. Os demais concordaram, porém ndo entenderam
o0 motivo de A ganhar na maioria das vezes.

Para esclarecer a situacdo questionamos: quais sdo os pares ordenados no lancamento dos dois
dados para que o resultado da diferenca seja zero? Os resultados foram anotados na lousa, (1,1), (2,2),
(3,3), (4,4), (5,5), (6,6).

Quais os pares ordenados para as demais diferencas? Estabeleceu-se um tempo para que
anotassem em seus cadernos as diferencas 1, 2, 3, 4 e 5. Apds todas as duplas terem terminado suas
conclusdes, fizemos as anotagdes na lousa. Nem todas as duplas conseguiram chegar nos 36 resultados

possiveis. Algumas ndo perceberam que apesar do valor da diferenga ser igual, os resultados (3,4) e
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(4,3), por exemplo, deveriam ser considerados. O par ordenado (3,4) foi obtido com resultado 3 para o
jogador A e 4 para o jogador B, ja o par ordenado (4,3) foi obtido com resultado 4 para o jogador A e 3
para o jogador B. Anotados todos os resultados, contamos as chances de vitdria para o jogador A e para
o jogador B , 24 para A contra 12 para B. Transformamos a chance de A e B ganharem em
probabilidades. Todos entenderam o motivo da vitdria ser, na maioria das vezes, do jogador A e o jogo
ndo ser justo, ja que nao ha 50% de chances de vitérias para cada um.

Ap6s a conclusdo, introduziu-se o conceito de probabilidade frequentista e citaram-se algumas
das experiéncias realizadas por matemadticos, como no lancamento de moedas. Ficou claro que com
apenas 10 lancamentos conseguimos chegar num valor préximo do real, se fizéssemos mais
lancamentos (1000, por exemplo) mais perto do resultado real chegariamos.

Decidimos qual seria o jogo justo e os alunos envolvidos com a atividade sugeriram que o jogo
se repetisse com as diferencas que dariam chances iguais de vitéria para os dois jogadores. Como o
tempo da aula ndo era suficiente, decidimos que na proxima aula voltariamos a realizar o jogo
novamente, agora com chances iguais de vitéria para A e B, 18 chances para cada um.

Na aula seguinte os alunos sentaram-se em duplas, as mesmas da aula anterior (faltaram dois
alunos nesse dia, um de cada dupla, os alunos presentes juntaram-se formando uma nova dupla),
ficando a sala dividida em 13 duplas. A decisdo de quem seria o jogador A ou B foi feita através do
lancamento de um dado, quem obtivesse o maior resultado seria o jogador A. O jogo daria vitdria a A se
a diferenca fosse 1 e 2 e vitoria a B com diferenca 0, 3, 4, e 5.

Os alunos preferiram jogar 20 rodadas, ao invés de 10. O resultado obtido considerando as 13
duplas foram, 5 vitérias de A contra 6 vitérias de B e 2 empates, apresentados no Gréfico 5, em
porcentagens.

Graéfico 5 - Porcentagem de vitorias do jogo ‘justo’.

Resultado das 20 rodadas por

38,46% duplas 46,15%

. 15,39%
[ |

Jogador A Empate Jogador B

Considerando as 260 jogadas, 20 jogadas por dupla, o resultado encontrado foi 133 vitorias para
A e 127 vitorias para B. O resultado das 260 rodadas esta representado no Grafico 6.
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Grafico 6 - Porcentagem de vitorias do jogo ‘justo’ considerando todas as rodadas.

Resultado das 260 rodadas
51,15%

. 48,85%

Jogador A Jogador B

Percebemos que os valores apresentados no Gréfico 6 sao bem préximos de 50% para cada
jogador. A atividade foi enriquecedora, os alunos entenderam probabilidade e tiveram muito interesse

durante todo o decorrer do jogo.

e Complementando a atividade.

No inicio do jogo algumas duplas tiraram par ou impar para decidir quem seria o jogador A ou B. A
vitéria no jogo do par ou impar dava direito de escolha pelo jogador A ou B. Aproveitando a proposta
do jogo Role os Dados e depois de concluirmos a atividade, o seguinte questionamento foi langado, ¢ o
jogo do par ou impar é um jogo justo?’

Os alunos disseram ter o costume de tirar par ou impar nas brincadeiras e, nunca pensaram se as
chances de sair par ou impar sdo iguais.

Considerando um jogo onde cada jogador pode mostrar apenas uma das maos, os nimeros vao
de 0 a 5 (zero corresponde a ndo mostrar nenhum dedo), o espaco amostral para esta situagdo é descrito
por Q = {(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (1,0), (L,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,0), (2,1), (2,2),
(2,3), (2,4), (2,5), (3,0), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (4,1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (5,0), (5,1), (5,2),
(5,3), (5,4), (5,5)}.

Sejam os eventos.

A “soma dos dedos das maos dos dois jogadores ¢ par”,

A ={(0,0), (0,2), (0,4), (1,1), (1,3), (1,5), (2,0), (2,2), (2,4), (3,1), (3,3), (3.5), (4,0), (4,2), (4.4),
(5,1),(5,3), (5,5)}. Temos 18 possibilidades.

B “soma dos dedos das maos dos dois jogadores ¢ impar”.
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B = {(0,1), (0,3), (0,5), (1,0), (1,3), (1,5), (2,1), (2,3), (2,5), (3,0), (3,2), (3,4), (4,1), (4,3), (4.5),
(5,0), (5,2), (5,4)}. Total de 18 possibilidades.

Concluimos que as chances sdo iguais, a probabilidade de cada uma das somas € %2. Na sala de
aula, foi mencionado que basta calcularmos a probabilidade de dar soma par. A probabilidade de dar
soma fmpar é chamada probabilidade complementar de A e pode ser indicada por A. Estabelecemos:

P(A) :% =1=0g5.

=0,50uPB)=P(4)=1-P(A)=1-0,5=0,5.

NIlR, N

18
P(B) = =

O jogo do par ou impar é um jogo justo se jogado com apenas uma das maos.

E se jogarmos usando as duas maos (cada jogador), num total de 20 dedos, o jogo continuaria
justo?

Os alunos foram divididos em grupos para responder a pergunta. As equipes conseguiram
concluir o jogo com o uso das duas maos usando os conceitos adquiridos nas aulas de andlise
combinatdria. O espaco amostral foi calculado através do principio multiplicativo.

Cada jogador tem 11 possibilidades, (11)(11) = 121 possibilidades.

Seja o evento A “soma dos dedos das maos ¢ par”, A = {(0,0), (0,2), (0,4), (0,6), (0,8), (0,10),
(1,1), (1,3), (1,5), (1,7), (1,9), (2,0), (2,2), (2,4), (2,6), (2,8), (2,10), (3,1), (3,3), (3,5), (3,7), (3,9), (4,0),
(4,2), (4,4), (4,6), (4,8), (4,10), (5,1), (5,3), (5,5), (5,7), (5,9), (6,0), (6,2), (6,4), (6,6), (6,8), (6,10),
(7,1), (7,3), (7,5), (1,7), (7,9), (8,0), (8,2), (8,4), (8,6), (8,8), (8,10), (9,1), (9,3), (9,5), (9,7), (9,9),
(10,0), (10,2), (10,4), (10,6), (10,8), (10,10)}.

Temos, P(A) = - = 0,5041.

A probabilidade de sair soma impar pode ser dada pela probabilidade complementar.

PA)=1-2=2 =

= = 0,4959.
121 121

Se jogado com as duas maos, o jogo do par ou impar ndo € um jogo justo. Mesmo sendo as
diferengas entre as probabilidades consideravelmente pequena, 0,0082, a escolha por par possui
probabilidade maior do que a escolha por impar. Os alunos afirmaram nunca ter pensado nisto antes e
ficaram satisfeitos com a aula e a aplicacdo da probabilidade em atividades tdo comuns e conhecidas

por eles.
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. Interdisciplinaridade.
Na terceira aula desenvolvendo esta atividade, os alunos assistiram ao video sugerido Pais dos
Raios, exibido pelo programa Fantéstico. O dado foi lancado trés vezes por todos os alunos e nenhum

deles conseguiu obter uma sequéncia de trés nimeros dois.

6.2) AS MEDIAS PODEM NAO SER REPRESENTATIVAS?

O conceito de média, apesar de parecer muito simples, nem sempre é abordado com €nfase no
ensino fundamental e médio. Apesar de sua simplicidade, o algoritmo do cédlculo de média aritmética
ndo é conceituado de maneira satisfatoria no ambito escolar. Na maioria das vezes é feito de forma
mecanica com simples substituicio de dados na férmula. O aluno consegue desenvolver alguns
exercicios, mas quando se faz necessdrio a sua utilizacdo em situacdes do cotidiano ele se vé sem
ferramentas adequadas para continuar seu raciocinio. O procedimento é trabalhado, mas o pensamento e
a compreensao nao.

E necessdrio incorporar, efetivamente, a Estatistica no ensino aprendizagem criando situacdes
em que o aprendizado da média seja significativo, incentivando assim o desenvolvimento de um
raciocinio critico. Desta forma, acreditamos que a média aritmética é um objeto de aprecidvel
complexidade e nao simplesmente um algoritmo e, por este motivo esta no¢do algoritmica sé deveria
ser introduzida depois que os estudantes tivessem desenvolvido um raciocinio consistente da
representatividade deste conceito [40].

A maioria dos livros didaticos adotados pelas escolas ndo apresentam situagdes concretas que
possam contribuir com a construcdo do conhecimento através de atividades exploratérias. Esta
atividade, “As médias podem ndo ser representativas?”’, sugere uma abordagem de médias e dos
conceitos relacionados ao seu estudo de maneira significativa, com o tratamento adequado quanto a

significincia e representatividade de cada uma dessas medidas.

e Série/ conteido: A atividade é sugerida para turmas de 2° ou 3° ano do Ensino Médio ao
trabalhar o eixo temdtico: nimeros, contagem e andlise de dados. Primeiramente, o professor deve

desenvolver os conceitos de medidas de tendéncia central e medidas de dispersio conforme texto
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abaixo (Alguns Conceitos Necessdrios para o Estudo das Médias) ou seguindo o livro didatico adotado

por ele.

e Objetivo: levar os alunos a percepcao de que as médias podem ndo ser representativas e através
das situacdes propostas “Até que ponto o cédlculo das médias pode nao ser representativo?” e “Média e
Incerteza”, desenvolver o lado questionador e reflexivo, mostrando que a Matemdtica ndo € feita
somente de calculos e “regras” como muitos alunos afirmam, mas também de momentos onde o

didlogo, o questionamento, a reflexdo, a tomada de decisdo tém espaco.

e Interdisciplinaridade: Propde uma ligacdo direta da estatistica e da probabilidade. Também
pode ser estabelecida a interdisciplinaridade com o professor de filosofia ou sociologia ao discutir o
problema dos alunos e suas notas em matemadtica citado no decorrer da atividade. O professor de
filosofia ou sociologia pode ajudar a classe a tomar a melhor decisdo e contribuir para que novos
questionamentos surjam diante da situacdo de incerteza proposta pelo problema. E também interessante
discutir subjetividade e assim, fazer a ponte entre a matemaética e as demais matérias do curriculo.

Deve ficar bem claro para o aluno que o estudo de probabilidade é abrangente e estd ligado as

mais diversas areas do conhecimento.
e Numero de alunos por grupo: 4.

e Numero de aulas: 3 ou4.

6.2.1) ALGUNS CONCEITOS NECESSARIOS PARA O ESTUDO DAS
MEDIAS

As medidas de tendéncia central, como sdo conhecidas a média aritmética, a moda e a mediana
sdo medidas utilizadas em estatistica para representar um conjunto de dados pesquisados por valores
pelos quais eles tendem a concentrar-se. Para cada situacdo obtida, uma dessas medidas pode ser a mais
ou menos conveniente. A mais conhecida delas € a média aritmética, porém, ndo é em todo conjunto de

valores que a média aritmética pode ser usada como a melhor medida de tendéncia central. Em um
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conjunto de valores onde hd uma discrepancia entre 0 menor € o maior valor, ou seja, a diferenca entre
eles é muito grande, a média aritmética ndo traca com exatiddo o perfil desse conjunto.

Enquanto as medidas de tendéncia central buscam representar um conjunto de dados por meio
de um tnico valor, em diversas situacdes faz-se necessdrio representar esse conjunto através de medidas
de dispersdo. Essas medidas indicam a distribui¢do dos valores do conjunto em torno da média. Sdo
elas: desvio médio, varidncia e desvio padrao.

Mostraremos como esses conceitos podem estar envolvidos em situagdes de incerteza.

- Medidas de Tendéncia Central

I) Média Aritmética
A média aritmética (X), ou simplesmente média de um conjunto de n valores (X; , X2 , ..., Xn-1, Xn)

¢ dada pela expressao

X _ X1+Xp+-+Xp—1+Xn _ Zinzlxi

n n

Para entender o conceito de média aritmética [11].

1. A média estd localizada entre os valores extremos (minimo < média < maximo).

2. A soma dos desvios a partir da média € igual a zero (}(X; — X) = 0).

3. A média € influenciada por cada um e por todos os valores.

4.A média ndo necessariamente tem que coincidir com um dos valores.

5. A média pode ser uma fracdo que nao tem contrapartida na realidade fisica (por exemplo, o nimero
médio de filhos por mulher igual a 2,3).

6. O célculo da média leva em consideragdo todos os valores, inclusive os nulos e os negativos.

7. A média € um valor representativo dos dados a partir dos quais ela foi calculada.

Algumas propriedades importantes no estudo das médias:

Tomemos um conjunto de valores (X; , X2, ..., Xn)-
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P1: X(k) = k, k é um nimero real.

Para exemplificar esta propriedade tomemos o conjunto de valores (4,4,4,4), k =4.

drdtadd 16,
4 T4 T

A média desse conjunto de valores serd X =

P2: X.k = X (kx; , kX2 ,...,KXy).

Podemos considerar a amostra (0, 1, 2, 5, 7).

‘o . (T _ 0+14245+7
A média desse conjunto é: X = — =

Considerando k = 6, temos Xk =3 .6 = 18.

3.

Se multiplicarmos cada um dos valores por 6 obtemos a nova amostra ( 0, 6, 12, 30, 42), cuja

0+6+12+30+42 _ 90 _

- - 18.

média € representada por , X =

Conclui-se que Xk = X de (kx; , kxa,....kxy).

P3: X + k = X de (k+x1, K+X2, ..., K+ Xp).
Tomemos a mesma amostra da propriedade acima (0, 1, 2, 5, 7) cuja média é igual a 3.

Sendo k = -4, temos X + k = 3 + (-4) = -1. Somando o valor -4 a cada termo da amostra obtemos

—4+(=3)+(-2)+1+3 _ -5 _ _1
5 T 5 )

(-4,-3,-2,1,3) cuja média é, X =

Sendo assim, € valida a propriedade 3.

Graficamente, podemos considerar o conceito de média da seguinte forma. Tomemos como
exemplo as seguintes amostras, seus graficos de colunas e suas médias (indicadas pelas setas). O eixo
horizontal indicard o valor de cada elemento da amostra € o eixo vertical indicarda o nimero de vezes

que esse elemento aparece na referida amostra [18].

Amostra 1 =(1,2,2,3).

1424243 _

2.
4

Meédia aritmética =
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Grafico 7 - Grafico da amostral com seta indicativa da média aritmética desta amostra.
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Grafico 8 - Grafico da amostra 2 com seta indicativa da média aritmética desta amostra.
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Grafico 9 - Grafico da amostra 3 com seta indicativa da média aritmética desta amostra.
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Percebemos que, aumentando o valor do dltimo elemento da amostra e mantendo os demais
elementos, a média se desloca para a direita. Da amostra 1 para a amostra 2, trocamos o ultimo
elemento de 3 para 5 e a média aumentou em 0,5, da amostra 2 para a amostra 3 trocamos o ultimo
elemento de 5 para 7 e a média também aumentou.

Considerando o eixo horizontal como um plano paralelo ao chdo, uma placa de madeira ou
gesso, ou até mesmo uma bandeja e, os elementos da amostra como os retangulos dos gréaficos de
colunas, com bases iguais e alturas correspondentes a quantidade de vezes em que o elemento aparece
na amostra, a média aritmética representa o lugar de apoio para que este plano (placa de madeira ou
gesso, bandeja) permaneca paralelo ao plano ao chao. Podemos relacionar média aritmética
graficamente, como o ponto de equilibrio para que o eixo horizontal permanega paralelo ao plano do

chdo.

IIMediana

Para encontrarmos a mediana, devemos dispor os valores do conjunto em ordem crescente.
Chamamos esta distribuicdo de rol ou posto. Assim, se 0 conjunto tem um nimero impar de valores, a
mediana corresponde ao termo central do rol. Se o conjunto apresenta um nuimero par de valores, a

mediana € calculada através da média aritmética dos dois termos centrais do rol.
Definicao 9. Sejam x(;) < X2) < ... < X(n) 0s n valores assumidos por uma varidvel quantitativa X, em um

conjunto de observacoes.

A mediana € indicada por M., por meio da relagdo
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X(nT-I—l)’Se n for impar
Me = X(E)+X(E 1) .
,sen for par
A definicdo acima garante que a mediana seja um valor central que divide o conjunto de dados
em dois subconjuntos com o mesmo nimero de elementos. Em um subconjunto, todos os elementos sao
menores do que (ou iguais) a mediana, no outro subconjunto, todos os elementos sio maiores do que
(ou iguais) a mediana.
A mediana de um grupo de valores X(1) < X¢2) < ... < X € um valor tal que, pelo menos metade

dos valores € menor ou igual a mediana e pelo menos a outra metade dos valores € maior ou igual a

mediana.

Na amostra (2, 3, 5, 5, 6, 7, 8, 9, 12) com niimero impar de valores, a mediana é dada por M. =

X(ﬂ) = X(5) = 6. Se acrescentarmos a essa amostra o numero 15, obtendo (2, 3,5,5,6,7,8,9, 12, 15),
2

A xsytre _ 647
2 - 2 )

a mediana serd M. = = = 6,5.

IIT) Moda

E o valor mais frequente do conjunto de valores. Quando nio h4d repeticdo de nenhum valor
dizemos que o conjunto nao possui moda, ou seja, € amodal. Quando possui duas modas é denominado
bimodal, quando possui trés modas € trimodal e assim por diante. Graficamente, a moda significa o
maximo local.

Na amostra (1, 2, 3, 4, 5) ndo hd moda, dado que nenhum dos valores se repete, temos uma
amostra amodal. J4 na amostra (2, 2, 3, 4, 5, 6,) a moda € igual a 2, essa amostra ¢ unimodal. Se
considerarmos a amostra (2, 2, 3, 3, 4, 5, 6, 7) a moda € igual a 2 e 3, amostra bimodal; e assim,

sucessivamente.

-Medidas de dispersdo

I) Desvio Médio
O desvio médio (DM) de um conjunto de n valores (Xi, Xz, ..., Xn) € dado pela média aritmética

dos valores absolutos dos desvios de cada valor em relacdo a média
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DM= |x1 —X|+[x2—%|+-+|xn—%| _ Tilq[xi—X]
n n :

Observe que DM representa a média aritmética dos desvios entre x; (i=1, 2, ..., n) € X, expressos

pelo médulo da diferenca entre o valor observado (x;) e a média X.

II) Variancia
A variancia de uma varidvel x é uma medida de dispersdo dos valores da varidvel em torno da
sua média.

A variancia (¢%) de um conjunto de n valores (Xj, X,..., Xp) € dada pela média aritmética dos

quadrados dos desvios de cada valor em relagao a média

o

2 _ 51—+ x2—R) %+ +(xn—%)? _ T (xi—%)?
- n o n :

Em qualquer situagdo a varidncia é um ndimero real ndo negativo, pois o numerador da

expressao € uma soma de quadrados em R.

IIT)Desvio Padrao

No célculo da variancia os desvios de cada valor em relacdo a média sao elevados ao quadrado,
sendo que o resultado € obtido em uma unidade diferente da varidvel. O desvio padrdo consiste na raiz
quadrada da variancia, o que resulta em um valor na mesma unidade da variavel [20].

Portanto, o desvio padrdo (o) de um conjunto de n valores ( xj, Xa, ..., Xn) € dado pela raiz

quadrada da variancia

n x._iz
o=Ve? ou o= /—"1(11' -,

O desvio padrdo € util para verificar a homogeneidade das observagdes em relacdo a média
aritmética. Quanto menor o valor do desvio padrdo, mais homogéneas sdo as observacdes em relacdo a

média, o que indica maior densidade das observacdes proximas a média aritmética.
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6.2.2) MEDIDAS DE CENTRALIDADE PARA DADOS AGRUPADOS

A MEDIA PARA DADOS AGRUPADOS

Quando a amostra ou a populagdo possui um ndmero de observacdes muito grande é
conveniente calcular as medidas descritivas a partir das distribuicdes de frequéncia. A média aritmética
ndo pode ser determinada exatamente a partir de distribuicdes de frequéncias, mas uma boa
aproximacgao pode ser obtida pela hipétese do ponto médio. A aproximacgdo € sempre satisfatria se a
distribuicdo for bem construida, isto €, se no agrupamento de dados originais de uma tabela de
distribuicdo de frequéncia, emprega-se um nimero adequado de classes de frequéncia. A hipdtese do
ponto médio considera que todas as observagcdes de uma dada classe estdo centradas no ponto médio
daquela classe. Consequentemente, o valor total da frequéncia da classe da i-ésima classe €
simplesmente o produto f; . m;, onde f; € a frequéncia (absoluta simples) da classe i e m;é o ponto médio
da classe i. Sendo assim, a média aproximada para uma distribuicdo de uma amostra com k classes vem

a ser

fi.mq+fomp+-+femyg Y fy
f1+fa+ -+ -yt

X =

Os somatdrios da equagdo referem-se as classes e nao as observacgdes individuais.

Exemplo 15. Podemos considerar o saldrio dos 23 funciondrios de um estabelecimento comercial

representados na Tabela 8 [20].

Tabela 8 - Salario dos funcionarios.

SALARIO EM NUMERO DE
REAIS FUNCIONARIOS
400 + 1000 4
1000 + 1600 12
1600 + 2200 7
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A média salarial dos funciondrios da empresa € obtida calculando o ponto médio do intervalo e

multiplicando esse valor pela frequéncia de funciondrios do respectivo intervalo.

Tabela 9 - Ponto médio dos intervalos dos salarios.

SALARIO EM REAIS PONTO MEDIO DO NUMERO DE
INTERVALO FUNCIONARIOS
400 + 1000 (400+1000) / 2 = 700 4
1000 - 1600 (1000+1600) / 2 = 1300 12
1600 + 2200 (1600+ 2200) / 2 = 1900 7
X — 700 .4+1 300 .12+4+1 900 .7 _ 31 700 ~ 1378,26.

4+12+7 23

A média salarial é, aproximadamente, R$ 1 378,00.

A Tabela 9 pode ser representada graficamente através do Gréfico 10.

Griafico 10- Frequéncia dos saldrios dos funcionarios.
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A MEDIANA PARA DADOS AGRUPADOS

Assim como € possivel obter uma aproximacdo da média aritmética para dados agrupados, o

mesmo pode ser feito para a mediana. O método usado € o da interpolagdo utilizando-se a distribui¢do
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de frequéncia acumulada. Inicialmente determina-se a classe que contem a mediana. Essa serd a classe
cuja frequéncia acumulada relativa correspondente a seu limite inferior € menor que 50% e a frequéncia
acumulada relativa correspondente a seu limite superior ¢ maior do que 50%. O préximo passo € a
determinac¢do exata do ponto onde se localiza a mediana naquela classe.

Para o Exemplo 15 dos saldrios dos 23 funciondrios, temos o histograma com as porcentagens

aproximadas de cada intervalo.

Grifico 11 - Porcentagem dos intervalos dos salarios.

~ Porcentagens de cada intervalo dos salarios
60,00% 52,20%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%
0,00%

30,40%

17,40%

= 400+1000 1000F1600 = 1600F2200

Pelo Grafico 11, notamos que ao final do primeiro intervalo encontram-se 17,4% do total de
valores e ao final dos dois primeiros intervalos, encontram-se acumulados 17,4% + 52,2% = 69,6% do
total de valores.

Com base nas observacdes anteriores, conclui-se que a mediana encontra-se no segundo
intervalo. De seu limite inferior (1000) até a mediana concentram-se 50% - 17,4% = 32,6% do total de

valores.

90



Grafico 12 - Grafico representativo da mediana dos salarios.
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Pelo Gréfico 12, no segundo intervalo, o retangulo que contém os 32,6% possui a mesma altura
do retangulo que contém os 52,20%, tem-se que a drea de cada um desses retangulos (expressa como

porcentagem da drea total sob o histograma) é diretamente proporcional a medida de dua base, isto €

M.— 1000 _ 1600—1000
326%  522%

= M, = 1374, 41 reais.

A MODA PARA DADOS AGRUPADOS

A classe modal € a classe que apresenta maior frequéncia absoluta. No exemplo anterior, a
classe modal € 1 000 1 600, pois ha 12 valores pertencentes a esse intervalo ( as outras frequéncias
sdo menores: 4 e 7).

Uma observacio se faz necessdria. E possivel calcular os valores aproximados da mediana e da
moda para dados agrupados quando o ultimo intervalo de classe tem limite superior indeterminado. Para
a mediana o resultado € imediato, no caso da moda, o seu célculo somente pode ser feito se a ultima
classe ndo for a classe modal e € preciso primeiramente calcular as densidades de frequéncia. O célculo
da média nessa situacdo nao € possivel, o que demonstra que para alguns problemas temos que contar
com a mediana como medida de tendéncia central.

A Tabela 10, mostra comparativamente algumas caracteristicas das principais medidas de

posic¢do ou centralidade.
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Tabela 10 - Principais caracteristicas das medidas de centralidade.

MEDIA ARITMETICA

MEDIANA

MODA

-Afetada por todas as
observacoes e é
influenciada pelas
magnitudes absolutas dos
valores extremos na série
de dados.

-Possibilita maior
manipulagdo algébrica.
-Em amostragem, a média

€ uma estatistica estavel.

-Seu valor € afetado pelo
nimero de observacoes e
como elas sdo distribuidas
mas ndo ¢ afetada pelos
valores das observagdes
extremas.

- Pode ser obtida em
distribui¢cdes com limites
superiores indeterminados
para a tltima classe.

- E a mais adequada para
descrever observacodes que
sdo ordenadas ao invés de

medidas.

- E o valor mais tipico de
uma distriubicdo. Ela
representa o seu valor mais
provavel.

- Ndo ¢ influenciada pelos
valores extremos da
distribui¢do e nao permite
manipulacdes algébricas

como a féormula da média.

Existem algumas relagdes entre as diversas medidas de posicao.

e Numa distribui¢ao simétrica e unimodal, temos: média = mediana = moda.

e Numa distribuicdo positivamente assimétrica: média > mediana > moda, a distancia entre a

mediana e a média é cerca de um terco da distancia entre a moda e a média.

e Para uma distribui¢do negativamente assimétrica: média < mediana < moda, a distincia entre a

mediana e a média € cerca de um terco da distancia entre a moda e a média.

Os graficos abaixo, Figura 14, mostram as posi¢des relativas da média, mediana e moda em fungdo

da assimetria das distribui¢cdes [37].

92




Figura 14- Assimetria das distribuicdes.

Assimetria positiva Assimetria negativa Distribuicao simétrica

9
=
x>
.)
-)
Y

6.2.3) MEDIDAS DE DISPERSAO PARA DADOS AGRUPADOS

Muitas amostras podem apresentar a mesma média, no entanto, os dados de cada uma dessas
amostras podem se distribuir em torno de cada uma das médias de forma distinta. Na andlise descritiva
de uma distribuicdo estatistica € fundamental, além da determinacdo de uma medida de tendéncia
central, conhecer a dispersao dos dados e a forma da distribui¢do. Duas séries de dados podem possuir a
mesma média, mas uma pode apresentar valores mais homogéneos (ou menos dispersos em relagdo a
média) do que a outra. As medidas de dispersdo ensinadas no ensino médio sdo amplitude, variancia,
desvio padrao e desvio médio.

A amplitude é facilmente assimilada. E a medida de dispersdo mais simples, consiste na
diferenca entre o maior e o0 menor valor dos dados de uma amostra. Para uma distribui¢do de frequéncia
que usa intervalos de classe, a amplitude pode ser considerada como a diferenca entre o maior e o
menor limite de classe ou a diferencga entre os pontos médios dos intervalos de classe extremos.

O desvio padrao ¢ a mais usada das medidas de variabilidade. Infelizmente, o desvio padrdo nao
tem uma interpretacdo intuitivamente Obvia. Na Secdo 5.2 (as médias podem ndo ser significativas?)

apresentamos o cdlculo do desvio padrido da populacdo conforme apresentado nos livros didaticos para

n g —X 2
G:Vo‘z ou o= ’#.
n

Ha4 certa dificuldade em relagdo ao calculo da variancia e do desvio padrdo pelo aluno do Ensino

o ensino médio

Médio. Muitas vezes, ele ndo entende a aplicabilidade dessas medidas, e ndo consegue interpretar o

célculo segundo o contexto aplicado. Para facilitar a assimilacdo desses conceitos, a andlise do desvio
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padrdo pode ser feita a partir da porcentagem de observacdes que estdo a k desvios da média. De
preferéncia, com um nimero maior de observacdes para permitir a0 aluno melhor compreensdo da
porcentagem de valores compreendidos no intervalo (X + ko) [20].

A escolha de aumentar o tamanho da amostra pode ocasionar dificuldades em relacdo aos
procedimentos para a obtencdo do desvio padrdo, o que pode ser contornado com o auxilio de uma
calculadora, o uso de planilha eletronica ou o agrupamento dos dados. Em contrapartida, uma amostra

maior possibilita melhor compreensao do conceito de desvio padrao.

Exemplo 16. Consideremos as alturas dos 50 alunos de uma sala.

Tabela 11 - Rol das alturas dos alunos.

Rol das alturas dos 50 alunos (em cm).

142 147 149 152 153 154 156 157 158 160
143 148 150 152 154 155 156 157 159 160
144 148 150 152 154 155 156 157 159 161
145 149 151 153 154 155 156 157 159 161
145 149 152 153 154 155 156 158 160 162

7682

Para estes valores, a média é X = = = 153,64 cm.

1213,52
50-1

O desvio padrao é o = = 49765 cm.

Podemos arredondé-lo, ou seja, o = 4,98 centimetros.

A partir da altura da populacdo (X = 153,64 cm e o = 4,98 cm) escolhe-se o niimero de desvios-
padrdo e elabora-se o intervalo a partir da média de mais ou menos k desvios-padrdo. Vamos considerar
k =2, dois desvios-padrao da média,

[(153,64 —2.4,98),(153,64+2 . 4,98)] =[143,68 ; 163,6].
Temos apenas dois alunos fora desse intervalo e 48 alunos dentro desse intervalo, logo % =

0,96 .100 = 96%.

Outra maneira de visualizar essa situacdo € através do grafico de dotplot, Grafico 13.
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Grafico 13- Gréfico de pontos das alturas.
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Neste grafico, cada observagao € representada por um ponto numa reta (com a escala dos valores
da variavel) e se ha mais de uma observagdo com o mesmo valor, eles sdo “empilhados”. Para se
observar a densidade dos pontos em torno da média, pode ser tracado um segmento de reta,
perpendicular a reta dos valores da varidvel, no valor que representa a média aritmética e os limites do
intervalo (X + ko).

A vantagem do grafico de dotplot é permitir visualizar melhor a situacado descrita.

Outra alternativa € a utilizacdo do histograma, grafico utilizado para representar varidveis

continuas, apresentado no Gréfico 14.

Grafico 14 - Histograma das alturas.
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Foram tracados os segmentos de reta para indicar a média e os limites do intervalo (X & ko).
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Este gréifico ndo permite visualizar claramente que apenas duas observacdes (dois alunos) ndao
estdo no intervalo (X & ko), como é possivel notar no grifico de pontos.

A tarefa de contar o nimero de observagdes em um intervalo (X + ko), pode se tornar exaustiva
quando esse nimero for muito grande (milhares, milhdes). Justifica-se assim, a utilizagdao de estimativa
da porcentagem de observagdes a menos de n desvios da média.

Uma maneira de estimar tal intervalo é o Teorema de Tchebichev ou Tchebycheff. Este teorema
pode ser utilizado com alunos do ensino médio, pois € aplicado para qualquer conjunto numérico,

independente de sua distribuicdo de probabilidades [37].

O teorema enuncia.

A propor¢do ou fracdo de qualquer conjunto de dados a menos de k desvios-padrdo a contar da
média é sempre ao menos 1 — é , onde k é um niimero positivo maior do que 1. Para k=2 , k=3 e k = 4,
temos os seguintes resultados especificos:
-Ao menos 3 ou 75% de todos os valores estdo no intervalo que vai de 2 desvios-padrdo abaixo da
média a 2 desvios-padrdo acima da média (X + 20).
- Ao menos g (ou 89% aproximadamente) de todos os valores estdo no intervalo que vai de 3 desvios-
padrdo abaixo da média até 3 desvios-padrdo acima da média (X + 30).
- Ao menos % (ou 93,75%)de todos os valores estdo no intervalo que vai de 4 desvios-padrdo abaixo da

média até 4 desvios padrdo acima da média (X + 40).

Segundo o Teorema de Tchebichev, pelo menos 75% dos alunos tém altura entre 143,68 cm e
163,60 cm, o que representa uma estimativa da porcentagem de observagdes no intervalo (X + 20). No
exemplo foram obtidos 96% dos alunos nesse intervalo, o que confirma o Teorema de Tchebichev.

A interpretacdo que deve ficar bem clara principalmente ao aluno, € que apesar da margem de
diferenga, o teorema afirma que hd pelo menos 75% das observagdes nesse intervalo, ou seja, 75% ou
mais das observacdes nesse intervalo.

O Teorema de Tchebichev € aplicado a qualquer distribuicdo e, quando conhecida, a
porcentagem pode ser melhor estimada, como no caso de distribuicdes simétricas, em que se pode
utilizar a Distribuicdo Normal. Quando se sabe que o conjunto de observacdes segue uma Distribui¢io

Normal, sabe-se que cerca de 68,26% dos valores estdo a menos de um desvio padrdo da média (para
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cima e para baixo da média); cerca de 95,44% dos valores estdo a menos de dois desvios padrdo da
média e cerca de 99,73% estdo a menos de trés desvios padrao da média.

A Figura 15 apresenta graficamente a Distribuicdo Normal [37].

Figura 15 - Distribui¢do normal.

0,003% 99,994% 0.003%
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05.44%

d

A Distribuicdo Normal € conhecida como distribuicdo gaussiana e € a mais importante
distribui¢do continua. Esse tipo de distribuicdo apresenta-se em formato de sino, unimodal e simétrica
em relacdo a sua média (X). Diversos estudos praticos tem como resultado uma distribui¢io normal,
como a altura de uma determinada populacdo em geral, entre outras caracteristicas fisicas e sociais.

Uma varidvel aleatéria continua X tem Distribuigdo Normal se sua fung¢do densidade de

probabilidade for dada por,

2 2

L (5)

= —— 2'\ o -0 <X < 400,

f(x) v ,para -0 <x 0
As principais caracteristicas dessa fun¢do sao:

- O ponto de maximo de f(x) é o ponto X = X.

- Os pontos de inflexdo da fungio sdio X=X+0 ¢ X=X -o.

- A curva é simétrica com relagdo a X.
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Insere-se mais uma varidvel a ser trabalhada com alunos do ensino médio. E possivel verificar se
as observacoes trabalhadas em sala de aula seguem a distribuicdo normal ou ndo. O histograma do
Grafico 14 pode ser usado para estimar, visualmente, o formato da distribui¢do. A altura dos alunos ndo
¢ simétrica em relacdo a média aritmética (condi¢do da Distribuicdo Normal), mas se aproxima da
simetria. Pode-se usar a porcentagem de observacdes sob a curva normal para estimar o intervalo das
alturas que diferem da média em ndo mais do que dois desvios padrdo, ja calculado anteriormente
[143,68 ; 163,60].

Utilizando a porcentagem de dados sob a curva normal, é possivel dizer que, aproximadamente,
95% dos alunos tém alturas entre 143, 68 cm e 163,60 cm de altura.

De acordo com os calculos feitos anteriormente, 96% dos alunos tém alturas entre a média mais
ou menos dois desvios padrio. Isso indica que, para o exemplo, a estimativa de porcentagens segundo a
curva normal € mais préxima da realidade observada na amostra do que a andlise segundo o Teorema de
Tchebichev.

O conhecimento da estimativa da porcentagem de observagdes no intervalo ( X F 20), seja pelo
Teorema de Tchebichev ou pela Distribuicdo Normal de Probabilidade, deve encorajar o professor de
Matemadtica a desenvolver com seus alunos a tarefa de contagem do nimero de observacdes no
intervalo (X ¥ Ko), de maneira a propiciar condicdes de desenvolvimento da nogdo intuitiva da
densidade de observacdes em torno da média aritmética.

No exemplo da altura dos alunos foram obtidas as medidas (média e desvio padrdo), a
porcentagem de observacdes no intervalo composto pela média mais ou menos dois desvios padrdo da
média, estimada a porcentagem de observacgdes no intervalo por meio do Teorema de Tchebichev e pela
Distribui¢do Normal, foram elaborados graficos de histograma, pontos dentro e fora do intervalo mais
ou menos dois desvios padrao da média.

Todas essas representagdes tém o intuito de permitir ao aluno construir o campo conceitual de

variacdo em torno da média e tornar seu raciocinio sobre este assunto mais avangado e consistente.

O DESVIO PADRAO PARA DADOS AGRUPADOS

O célculo do desvio padrdao a partir de uma distribuicdo de frequéncias pode ser realizado de
duas maneiras. Na primeira, € contado o nimero de casos de cada observacdo diferente, denominada
distribuicdo de frequéncia simples. Nesse caso, ao calcularmos o desvio padrdo, ndo ha nenhuma perda

de informacdo, ou seja, o desvio padrao obtido com os dados brutos (conjunto numérico original) € o
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mesmo obtido a partir da distribuicdo de frequéncia simples. Na segunda, a varidvel observada ¢é
agrupada em classes e entdo é contado o nimero de casos em cada classe, o que denominamos
distribuicdo de frequéncia com dados agrupados. Utilizando essa estratégia, as observacdes sao
agrupadas segundo algum critério.

Para o exemplo das alturas dos 50 alunos, tomaremos a distribuicao de frequéncia com dados

agrupados num intervalo de quatro centimetros apresentados na Tabela 12.

Tabela 12 - Distribui¢do de frequéncias com dados agrupados.

Altura Ponto Médio | Numero de (xi - X)° (xi-%)". fi
Agrupada em da classe X; | alunos
Classes fi
[140,144[ 142 2 135,4896 270,9792
[144,148[ 146 4 58,3696 233,4784
[148,152[ 150 8 13,2496 105,9968
[152,156] 154 16 0,1296 2,07369
[156,160[ 158 14 19,0096 266,1344
[160,164[ 162 6 69,8896 419,3376
Somatoério 1298,00

Percebe-se que os alunos contidos em uma classe t€m sua altura representada pelo ponto médio
da classe. Os dois alunos da primeira classe [140,144[ , cujas alturas eram 142 cm e 143 cm, sdo
considerados com altura igual a 142 cm, que € o ponto médio do intervalo. Os quatro alunos agrupados
na segunda classe (144 cm, 145 cm, 145 cm, 147 cm) foram considerados com altura igual a 146 cm e,
assim sucessivamente. Isso faz com que ocorra uma perda de informacdo, devido a substituicdo da
altura original pela altura representativa através do ponto médio da classe.

Sendo assim, o célculo do desvio padrdo para os dados agrupados em classe conforme tabela é

representado por

_Zxi-%)%; 1298 ~
G—J > i1 :\/50—1 =5,1468 = 5,15 cm.
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O valor encontrado para o desvio padrio através de dados agrupados em classe o = 5,15 cm é
diferente do valor encontrado anteriormente o = 4,98 cm.

O célculo do desvio padrdo através de dados agrupados é muito util quando a varidvel trabalhada
for continua, como por exemplo, peso e altura. Os cdlculos tornam-se menos exaustivos, porém, deve-se

ter no¢do de que o valor encontrado para o desvio padrao € um valor aproximado

6.2.4) ATE QUE PONTO O CALCULO DE MEDIAS PODE SER
SIGNIFICATIVO?

Apés trabalhar os conceitos estatisticos de medidas de tendéncia central e de dispersdo, o
professor pode apresentar a turma as duas situacdes propostas envolvendo média. Fica a critério do
professor, fornecer ou ndo o texto pronto como estd citado neste trabalho. Porém, € interessante
apresentar os problemas aqui sugeridos deixando os alunos realizarem os célculos necessdrios para as
medidas de centralidade e dispersdo, obtendo assim suas préprias conclusdes.’ Este texto é um material

de apoio para que o professor desenvolva a atividade.

AS MEDIAS SAO SEMPRE SIGNIFICATIVAS?

Para muitos alunos e até mesmo professores tirar a média aritmética de um conjunto de nimeros
€ um processo muito facil. A maioria dos alunos do ensino fundamental e médio baseia-se em férmulas
e mais formulas para realizar cédlculos em matemadtica e, 0 mesmo acontece com as médias. Quando
falamos sobre médias na sala de aula, de imediato ouvimos algum aluno se pronunciar “basta somar
todos os elementos e dividir pela quantidade de elementos do conjunto™.

Contudo, estudar média aritmética ndo € somente adicionar certo numero de valores e por fim
dividir a soma por esse nimero de valores. A questdo vai mais longe, o que podemos deduzir quando
calculamos uma média? O que essa média quer nos dizer? Como usar as médias para o que realmente

elas foram inventadas, fazer previsdes em situagdes em que existe incerteza?

° No apéndice encontra-se um modelo pronto para esta atividade.
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Muitas vezes, em situagdes rotineiras, varias pessoas usam da média aritmética de forma erronea
e chegam a respostas dubias. Diante desse acontecimento sempre ha a pergunta, o que eu fiz de errado?
Parece que o cdlculo foi feito corretamente, mas ndao obtivemos uma mesma resposta diante das
situacdes. Enfim, uma média pode enganar e muito. Vamos dar um exemplo para mostrar como a média

pode enganar.

Exemplo 17 [10].

Suponhamos que vocé trabalha numa empresa e seu chefe pede para que examine uma planilha
eletronica com o nimero didrio de pessoas que visitaram o website da empresa no més de abril do
corrente ano durante 4 semanas, e realize a média diaria dos visitantes desse més.

Empolgada com essa simples e modesta missdo, vocé rapidamente calcula a média de visitantes
para cada semana. Depois soma as quatro médias semanais, divide-as por quatro, obtendo assim uma
nova média, a média das médias semanais e depois multiplica o valor por quatro para obter a média
didria mensal. Rapidamente, para demonstrar sua eficiéncia, mesmo sem prestar muita atengdo ao
resultado encontrado, vocé apresenta a sua resposta ao chefe e leva um susto quando ele lhe interroga.
“Mas o que vocé fez estd certo? E o mesmo que somar esses vinte e oito valores e dividi-los por vinte e
oito? Esse nimero encontrado ndo é um pouco absurdo?”

Vocé permanece em siléncio e ndo sabe se o que fez estd correto e equivale a0 mesmo que
somar o nimero de visitantes e dividir por vinte e oito. Afinal, vocé quis ter as médias semanais como
um dado a mais para o problema e tentar impressionar o seu chefe com algumas informacdes adicionais,
demonstrando agilidade de raciocinio e competéncia. Agora, analisando o resultado vocé percebe que
h4 algo de errado no valor encontrado.

Para ilustrar melhor este problema e encontrarmos o erro, vamos fornecer os valores e realizar
os célculos necessarios.

A Tabela 13 representa o nimero de individuos que visitaram o website da empresa durante o

decorrer das quatro primeiras semanas do més de abril.
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Tabela 13 - Nimero de visitantes/dia do website da empresa no més de abril.

Segunda | Terca | Quarta | Quinta | Sexta | Sdbado | Domingo | TOTAL
DA
SEMANA
1? 35 38 29 42 50 55 43 292
semana
2% 100 27 49 65 48 95 54 438
semana
32 85 70 62 112 98 102 80 609
semana
42 90 86 45 86 65 120 84 576
semana
Média de visitantes da 1% semana: 35+38+29+472+50+55+43 =41,714.
Média de visitantes da 2* semana:— +27+49+35 HABHIHA 62,571.
Média de visitantes da 3* semana: 85+70+62+1172 I8+102+80 _ g7.
Média de visitantes da 4°* semana: —20** +83+65+120+84 = 82,286.
Médias das médias semanais: 41714+62,571+87+82,286 _ 68,393.

A média didria de internautas que visitaram o website por semana é de 68,393 internautas, ou
seja, aproximadamente 68 internautas. A média das médias multiplicada por quatro fornece o valor de
273,572. A média didria desse més seria de 274 internautas aproximadamente visitando o site. Um
numero absurdo para a média didria mensal de internautas, tendo como base os valores da tabela.

Realizando o calculo conforme o gerente solicitou, somando-se todos os valores da tabela
obtém-se o mimero 1915. Sendo assim, 1915 internautas visitaram o website no decorrer do més de
abril. Dividindo 1915 por 28 encontramos a média de 68,393. Esse € o valor correto para representar a
média aritmética didria dos internautas durante o més de abril, 0 mesmo valor encontrado para a média
das médias semanais. O erro estd em multiplicar por quatro para obter a média didria mensal. Neste

problema a média das médias semanais é a mesma da média aritmética simples, porque o nimero de

4
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elementos de cada subconjunto € igual a 7. Sendo assim, realizar a média das quatro semanas,
corresponde a0 mesmo que dividir a soma de todos os valores por 28. Mas, nem sempre a média das

médias e a média aritmética de um conjunto de valores corresponde a um mesmo resultado.

Veja, seja dj o dia do més parai= (1, 2, 3, ...27,28), temos

dq+dp+--+dy \ dg+dg+--dqg \ dqg+dqg+t--+daq \ dpp+dp3+--+dag
7 ' 7 ' 7 ' 7 _ dit+dp+dz+--+dp7+dag

4 28 ‘

Quando precisamos da média aritmética de todos os elementos de um conjunto, que nesse caso
sdo os dias do més, ndo podemos pegar o atalho de trabalhar com média das médias de subconjuntos
desse conjunto, que nesse caso sdo as semanas do més e depois multiplicar por quatro novamente,
imaginando que assim teremos um valor da média correspondente ao més.

O erro estd quando vocé ao pensar nos 28 dias da tabela, realiza a média para 7 dias e acha que
multiplicar por 4 resulta na mesma média para os 28 dias. E um erro bastante comum e ilustra o quanto
o cdlculo com médias pode nao ser significativo e nos colocar diante de dividas sobre se o caminho

adotado é correto.

Vejamos outro exemplo que ilustra que a média das médias € diferente da média aritmética

quando o nimero de elementos de cada subconjunto é distinto.

Exemplo 18. Consideremos duas familias com as seguintes idades,

Familia A com idades: pai = 60 anos, mae = 55 anos e filho= 30 anos.

e e 60+55+30
A média aritmética da familia A é MA = % = 48,33 anos.

Familia B com idades: pai = 58 anos, mde = 55 anos, filho = 28 anos, filho =20 anos e filha= 15 anos.

e e , 58+55+28+20+15
A média aritmética da familia B é MB = - = 35,2 anos.

MA+MB _  48,33+35,2

Meédia aritmética das médias das idades das familias = 41,765 anos.

Podemos aproximar a média das médias das idades das familias para 42 anos.
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Agora vejamos a média aritmética do total de pessoas das familias

60+55+30+58+55+28+20+15
M= 5 = 35,67 anos.

Podemos aproximar a média aritmética do total de pessoas das familias para 36 anos.

Percebemos que a diferenca entre as médias € de 6 anos. Neste caso, ndo podemos afirmar que
h4 erro de cdlculo e que um procedimento deve estar correto enquanto o outro certamente estara errado.
Cada um deles tem um significado diferente e € correto em seu contexto.

Se quisermos saber se as familias de uma cidade ou de um pais sdo jovens ou ndo, a média das
idades médias das familias é a mais adequada, o que no exemplo corresponde a média de 42 anos
aproximadamente.

Por outro lado, a soma total dividida pelo niimero de pessoas obtém a idade média do total de
pessoas (e ndo de familias) de uma regifo. E o que os centros de pesquisa fazem para obter a idade
média de uma cidade, estado ou pais. A média total das idades das pessoas no nosso exemplo é de 36
anos.

Sendo assim, percebemos que nem sempre, ao termos duas sequéncias A e B, com médias MA e
MB, respectivamente, obter a média da unido dessas sequéncias levard ao mesmo resultado quando

somarmos todos os nimeros dessas duas sequéncias e dividirmos pelo total de nimeros. Média e média

das médias podem apresentar resultados diferentes.

6.2.5) MEDIA E INCERTEZA

Ao estudar probabilidade e estatistica deve ficar claro para o aluno que as médias sdo usadas
para fazer previsdes em situacdes que existe incerteza. Diante da incerteza ele ird tomar decisdes
sabendo, contudo, que ndo importa a qualidade de sua analise, ele pode errar ou acertar. Nunca teremos
certeza absoluta diante de um problema envolvendo incerteza mesmo que as informacgdes sejam

abundantes.

Exemplo 19. Para entender melhor a situacdo podemos considerar o seguinte caso hipotético, as notas
bimestrais de dois alunos A e B, ao longo dos trés anos de ensino médio, em matematica. As notas estdo

dispostas em ordem de bimestre e ano.
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AlunoA={7,6,5,5,7,6,5,5,7,6,5,5}
Aluno B ={4,4,5,7,4,4,5,7,6,6,7,9 }.

Ao apresentar as notas dos dois alunos lancam-se as perguntas.

Qual aluno obteve melhor desempenho em Matemdtica no decorrer do ensino médio?

-Qual deles poderia ser indicado para cursar Matemdtica ou drea afim?

Podemos determinar a média, a moda e a mediana por ano de cada um dos alunos, conforme

tabela e graficos. A Tabela 14 apresenta as medidas de centralidade de cada aluno em cada um dos anos

do ensino médio.

Tabela 14 - Média, Moda e Mediana dos Alunos A e B por Ano.

12 Ano 22 Ano 32 Ano
Média Aluno A 5,75 5,75 5,75
Aritmética Aluno B 5 5 7,0
Moda Aluno A 5 5 5
Aluno B 4 4 6
Mediana Aluno A 5,5 5,5 5,5
Aluno B 4,5 4,5 6,5

Griafico 15 - Média aritmética, moda e mediana das notas dos alunos por ano.
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Se analisarmos o decorrer dos trés anos podemos verificar que o aluno B teve uma significante
melhora. Sua média de 5 pontos foi para 7 pontos no 3° ano. Enquanto o aluno A manteve sua média
sempre igual a 5,75. Ao analisarmos as notas individualmente, o aluno A tira notas altas no comego do
ano e depois suas notas vao diminuindo. Isso pode demonstrar desleixo. Enquanto o aluno B comeca
com notas mais baixas e vai melhorando ao longo do ano. A moda e a mediana do aluno B no 3° ano
também sdo maiores em relagdo a moda e a mediana do aluno A. Se a andlise fosse feita somente sobre
as notas do 3° ano, ndo haveria dividas de que o melhor aluno seria o aluno B em termos de notas.

No contexto, o aluno B € mais esfor¢ado e como sua média no 3° ano foi superior a média do
aluno A, ele ganha destaque e € muito comum indicar esse aluno para cursar Matemadtica, dado seu
crescimento no decorrer do ensino médio.

Agora, se a andlise for feita sobre a tabela abaixo, a opinido de que o aluno B possa ser melhor
nem sempre vai prevalecer. A Tabela 15 e o Grafico 16 apresentam as medidas de centralidade e o

desvio padrao, considerando os trés anos do ensino médio.

Tabela 15 - Média, Mediana, Moda e Desvio Padrao dos Alunos A e B no ensino médio.

Ensino Médio
Média Aluno A 5,75
Aritmética Aluno B 5,667
Moda Aluno A 5
Aluno B 4
Mediana Aluno A 5,5
Aluno B 5,5
Desvio Padrdo Aluno A 0,8292
Aluno B 1,546
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Grafico 16 - Medidas de centralidade e dispersdo para as notas dos alunos no ensino médio.

Medidas de centralidade e desvio padrao das
notas dos alunos A e B no ensino médio

H Média Mediana B Moda B Desvio padrio

5,75 5,5 5,667 55

1,546
0,8292

Aluno A Aluno B

Com estes dados percebemos que o aluno A ganha em mais quesitos do que o aluno B. Ele
possui maior média aritmética, maior moda e menor desvio padrdo. Mas serd que essa andlise garante
realmente que o aluno A é melhor do que o aluno B?

Ai é que entra a incerteza e a subjetividade. Quando associamos a esse problema novos
questionamentos ou novas informacdes a opinido de que o aluno A terd melhor desempenho num curso
de exatas do que o aluno B pode mudar, ou vice-versa. Percebemos que as abordagens diferentes do
problema identificam no 1° caso o aluno B com maior desempenho e no 2° caso, o aluno A, gerando
controvérsias a respeito de quem realmente seja o melhor aluno.

Fazer uma discussdo incluindo novos parametros para andlise na sala de aula do 2° ano do
ensino médio levard a percep¢do da subjetividade e a relacdo das médias em situacdes de incertezas.
Um debate pode ser feito questionando-se quem serd o melhor aluno quando considerarmos:

e Os dois alunos estudavam na mesma escola?

e Os dois alunos tiveram os mesmos professores?

Se a resposta a essas perguntas € sim, devemos chegar a alguma conclusdo. Muitos podem afirmar
que o aluno A é melhor porque obteve melhores resultados, conforme a tabela 2 e outros ja apostarao no
aluno B por ser mais esfor¢ado. Mas, afirmar com exatiddao qual deverd ser o aluno indicado para um
curso de exatas € impossivel. Podemos atribuir probabilidades de que isso realmente venha ocorrer,

fazendo previsdes e somente com o passar do tempo conseguiremos saber até que ponto nossas
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previsoes estavam corretas. Afinal, no campo da aleatoriedade e da incerteza podemos apenas assumir o
papel de um jogador que acredita que a sua previsdo serd a melhor e, entdo serd o vencedor.

Porém, se o professor dos dois ndo é 0 mesmo, novos levantamentos podem ser feitos e € necessaria
uma nova andlise. Pode-se sugerir para a sala que diante desses novos acontecimentos, em grupo,
escolha um e somente um dos alunos para cursar Matemdtica. E um desafio que deverd ser pensado

cuidadosamente com cada pergunta que for surgindo.

e As provas apresentavam o mesmo nivel de dificuldade?

e O aluno A tem boas notas no comeco do ano porque as provas foram mais faceis e depois sua
nota diminuiu porque a matéria ficou mais dificil?

e O professor do aluno A € mais exigente do que o professor do aluno B?

e O professor do aluno B € exigente no primeiro ano porque ainda ndo conhece a turma e depois
que os anos vao passando ele tem cora¢do mole e facilita para os alunos?

e O aluno A pode ndo gostar muito de matemdtica, mas € um aluno inteligente, entdo garante
maior nota nos primeiros bimestres. Depois nao se dedica muito porque ja possui nota suficiente
para ser aprovado, sua preferéncia € pela drea de humanas?

¢ O aluno B adora matemadtica, mas tem um pouco de dificuldade, porém com incentivo do seu
professor consegue melhorar e acreditar em seu potencial a cada ano que passa?

e Serd que no decorrer do primeiro ano o aluno B apresentou algum problema familiar ou de
saude e, por esse motivo, ndo conseguiu dedicar-se tanto assim como no terceiro ano?

e (Qual a probabilidade de sucesso no curso de Matematica podemos atribuir para cada um desses

alunos diante de cada um desses questionamentos?

Os proprios alunos podem levantar sugestoes sobre o que ocorreu de fato com os dois alunos A e B.
A discussdo mostra que a cada parametro adotado a decisdo e a escolha do melhor aluno pode mudar.
Porém, depois de analisar todos os possiveis acontecimentos cada grupo deverd escolher qual o aluno
indicado para estudar Matemadtica ou drea afim, de acordo com os critérios e as informacdes adotadas .

Esta atividade desafia os alunos a assumir uma postura critica quando estdo diante de informacgdes
de cunho estatistico e a comecar a entender um pouco de situacdes que envolvem incertezas e
subjetividade. Perceber que a Matemdtica nao € feita somente de cdlculos e mais célculos, as vezes

dificeis de serem entendidos faz-se necessdrio. Esse pode ser um momento de despertar nos alunos o
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interesse por uma matematica intrigante, questionadora, desafiadora e que também tem espago para

debates e discussoes.

e Aplicacao e conclusiao.

A atividade “As Médias Podem ndo ser Significativas?” foi realizada com alunos do 3° ano do
Ensino Médio da Escola Estadual Joao Ribeiro de Carvalho de Concei¢do dos Ouros. Apds recordar
medidas de centralidade, ja estudadas no 2° ano do ensino médio, e ensinar medidas de dispersao,
proposta do 3° ano do ensino médio segundo planejamento da escola.

Na primeira aula, os alunos foram divididos em equipes, cada equipe contendo 4 alunos.
Formaram-se 8 equipes na sala de aula. Num primeiro momento receberam o problema informando as
notas dos alunos A e B em Matemitica no decorrer do Ensino Médio."” Foi pedido para que
calculassem as medidas de centralidade e as medidas de dispersdao das notas dos alunos, comparando-as.
Deveriam decidir qual o melhor aluno a ser indicado para um curso de exatas, tendo como base somente
os resultados encontrados pelas medidas de centralidade e dispersdo. Das 8 equipes, 7 escolheram o
aluno A como melhor aluno para um curso de exatas, justificando o menor desvio padrao apresentado
em sua nota para a escolha. Apenas uma equipe escolheu o aluno B com a seguinte justificativa.

“Apesar do aluno A ter menor desvio padrdo, a diferenca entre os desvios padrdo de A e B é
muito pequena e o aluno B apresentou melhores notas no terceiro ano. Parece ser um aluno mais

esforcado, foi melhorando ao longo dos trés anos. Por isso, escolhemos o aluno B”.

Graéfico 17 - Porcentagem da indicacdo de cada aluno para cursar exatas.

Qual aluno deve ser indicado
para cursar exatas?

87,50%

12,50%
I

Aluno A Aluno B

1% conforme em 6.2.5.
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Para a primeira parte foi necessaria uma aula de 45 minutos. Cada equipe apresentou 0s seus
célculos que foram corrigidos e informou qual a escolha feita.

Na aula seguinte, realizou-se a segunda parte da atividade. Foi entregue para cada equipe
algumas das perguntas sugeridas neste trabalho.
- Os alunos estudavam na mesma escola?
- Os alunos tinham o mesmo professor?

- As provas tinham o mesmo nivel de dificuldade?

Cada grupo deveria sugerir uma nova pergunta. A cada pergunta analisivamos os dois casos.
Depois de uma discussdo rica em questionamentos os alunos fizeram novamente a escolha.
Os questionamentos levantados pelas equipes foram:
- Qual era a média da escola?
- Quantas provas foram dadas?
- Nessa escola o aluno era avaliado somente pelas provas?
- O aluno B mudou de escola no terceiro ano do ensino médio?
- O aluno A estudava num curso noturno e, por isso garantia sua nota nos primeiros bimestres?
- As provas no terceiro ano foram mais faceis do que nos outros anos?
- O aluno B teve ajuda de um professor particular para melhorar seu desempenho?

- O aluno A ¢ inteligente, mas relaxado?

Os alunos perceberam a necessidade das novas informagdes para que a escolha fosse a mais
adequada. Concluiram que diante de situagdes que envolvem incerteza quanto mais informacoes
tiverem a respeito do ocorrido, maior a chance de acerto em relacdo a escolha feita. Diante de todos
esses questionamentos duas equipes que haviam escolhido o aluno A mudaram de opinido, escolhendo
0 aluno B como melhor op¢do. Sendo assim, 5 equipes continuaram apostando no aluno A e 3 equipes

no aluno B.
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Grafico 18 - Porcentagem dos alunos indicados para cursar exatas depois das novas informacdes.

Qual aluno deve ser indicado
para cursar exatas?

62,50%
- 37,50%
Aluno A Aluno B

Virias equipes discutiram entre si a escolha. Consideraram que, se os alunos estudassem na
mesma escola e tivessem o mesmo professor, o aluno A seria o melhor indicado e ndo precisariam de
muitos questionamentos para chegarem a essa conclus@do. Uma das equipes acrescentou, caso esses
alunos fossem estudantes da escola Jodo Ribeiro de Carvalho (nossos colegas de classe) apostariamos
no aluno A. Porém, se os alunos nao estudassem na mesma escola e nio tivessem o mesmo professor,
muitos levantamentos deveriam ser considerados e a escolha seria bem mais dificil.

Introduziu-se o conceito de probabilidade subjetiva e sua aplicagdo. Os alunos acharam muito
interessante e comentaram que ndo imaginavam a matemdtica sendo aplicada no dia-a-dia dessa
forma. Conversamos sobre os conceitos de utilidade e valor esperado.

O exemplo dado para ilustrar melhor a situagdo envolve a decisdo entre carregar ou niao o
guarda-chuva em um dia onde hé probabilidade de chuva. A maioria dos alunos disse que ndo gosta de
carregar o guarda-chuva, ‘a mochila j4 e muito pesada devido a quantidade de livros, mas d4 muita
raiva quando termina a aula, estd chovendo e temos que ir embora na chuva todo molhado’. Dos 32
alunos, somente 2 alunas t€ém o costume de carregar diariamente a sombrinha na mochila.

Propomos a resolu¢do de um problema, em conjunto, por toda a sala.

Problema 1. Vocé liga a TV antes de ir para a escola e escuta o noticidrio dizer que h4 probabilidade de
60% de chuva durante a noite. Vocé fica em duavida se leva ou ndo o guarda-chuva. A mochila esta
pesada, vocé esta cansado depois de um dia de trabalho e ainda tem que ir pra escola estudar, o que

fazer? Levar o guarda-chuva e me prevenir, mesmo sabendo que ha 40% de chances de ndo chover?

Estabelecemos as seguintes alternativas.
- Levar o guarda chuva e chover,

- Levar o guarda chuva e ndo chover,

111



-Nao levar o guarda-chuva e chover,
-Nao levar o guarda-chuva e ndo chover.

Comentamos sobre cada uma das acdes. Alguns alunos disseram ‘d4d muita raiva quando nao
trazemos o guarda-chuva e estd chovendo ao terminar a aula’, outros afirmaram ‘eu nunca traga o
guarda-chuva, até mesmo porque nao tenho, sempre que chove tem um amigo prevenido que me da
carona’. Entre as mulheres, a maioria sempre trazia o guarda-chuva em dias propicios a chuva, os
homens geralmente nio carregavam o guarda-chuva, uma grande parte deles nem possuia um.

Os alunos deveriam entrar em consenso e atribuir uma valor de utilidade para cada uma dessas
acoes. Ficou decidido que o valor deveria variar entre -1000 e 1000. Como havia uma diferenca de
escolha entre homens e mulheres, a sala ficou dividida em dois grupos, um de homens e outro de
mulheres. Em conjunto, cada grupo deveria atribuir seus valores de utilidade. Os resultados obtidos
estdo apresentados nas matrizes de decisdo.

Resultado apresentado pelas mulheres.

Tabela 16- Valores de utilidades atribuidos pelas mulheres.

CARREGAR O NAO CARREGAR O
GUARDA-CHUVA GUARDA-CHUVA
CHOVER (60%) 1000 -1000
NAO CHOVER (40%) -200 700

Calculamos o valor da utilidade esperada.
Acdo “Carregar o guarda — chuva”.

VE = (0,60)(1000)+ (0,40)(-200) = 600 — 80 = 520.

Acdo “ Nao carregar o guarda —chuva”.

VE = (0,60)(-1000) + (0,4)(700) = -600 +280 = -320.

Entre as mulheres, a melhor decisao é levar o guarda-chuva.
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Resultado apresentado pelos homens.

Tabela 17 - Valores de utilidades atribuidos pelos homens.

CARREGAR O NAO CARREGAR O
GUARDA-CHUVA GUARDA-CHUVA
CHOVER (60%) 540 -100
NAO CHOVER (40%) -1000 850

Calculamos o valor esperado.
Acdo “Carregar o guarda — chuva”.

VE =(0,6)(540) + (0,4 )(-1000) = 324 — 400 = -76.

Acdo “Nao carregar o guarda —chuva”.

VE = (0,60)(-100) + (0,4)(850) = -60+ 340 = 280.
Para os homens, a melhor decisiao é nao levar o guarda-chuva.

A atividade foi bastante proveitosa, os alunos demonstraram muito interesse. Outras situacdes
envolvendo decis@o foram discutidas. A maioria dos alunos afirmou pensar que essas situacdes sO
poderiam ser aplicadas em empresas ou em ocasides em que o fator dinheiro estivesse envolvido, como
a escolha de um investimento, a compra de um carro ou de uma casa.

A presenca da probabilidade em situagcdes de incerteza e sua importancia na tomada de decisao
foram assimiladas pelos alunos. A atividade abriu espago para discussdo e envolvimento, mesmo 0s
mais timidos tiveram a oportunidade de participar. Um momento rico de apresentar a matematica de
maneira diferente, baseada ndao somente em foérmulas e conceitos muitas vezes nao entendidos, a

matematica presente no cotidiano e nas mais diversas situagdes.

6.3) SORTE OU AZAR ?

No ano de 2008 ao ensinar probabilidade para uma turma de 2° ano de Educagdo de Jovens e

Adultos — EJA , da Escola Estadual “Jodo Ribeiro de Carvalho” de Concei¢do dos Ouros, MG, percebi
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a curiosidade alunos em conhecer as chances de vitéria nos jogos da mega-sena, lotomania e
raspadinha; jogos da Caixa Econdmica Federal.

Ao perguntar numa sala de aproximadamente 40 alunos, com faixa etdria entre 23 e 45 anos de
idade quem tinha o hdbito de apostar nesses jogos, a maioria respondeu fazé-los semanalmente ou
sempre que ia as casas lotéricas pagar as contas do més. Entre os homens a preferéncia era pelo jogo da
mega-sena e entre as mulheres a preferéncia era a raspadinha.

Nessa mesma €poca, a escola estava realizando uma feira de ci€éncias e matemédtica com todos os
alunos do Ensino Médio e EJA. Cada sala deveria realizar uma atividade para ser apresentada e esta
seria julgada por uma equipe de jurados (ex-professores e ex-alunos da escola), com prémios para o 1°,
2° e 3° lugar.

Como responsdvel pelo trabalho da turma de 2° ano de EJA, sugeri que fizéssemos a
apresentacdo das probabilidades de se ganhar nesses jogos, pois quando trabalhamos em sala de aula, os
alunos tiveram enorme interesse e ficaram assustados com as “pequenas” chances que uma pessoa
possui em ganhar os prémios oferecidos por tais jogos.

Apresentamos o trabalho intitulado “Sorte ou Azar?”’, onde mostramos os calculos das
probabilidades para a mega-sena, a raspadinha e o jogo comum de bingo com 60 nimeros muito jogado
nas festas da cidade. Ficamos em 1° lugar, ganhando até mesmo de alunos jovens de turmas de ensino
médio que também apresentaram excelentes trabalhos. Para os alunos da EJA, foi um momento nao sé
de aprendizagem, mas de auto-estima. Eles ndo acreditavam que haviam conquistado o 1° lugar.

A partir dai, ao ensinar probabilidade nas turmas de 2° ano de ensino médio realizo a atividade
de calcular as chances de ganhar nesses jogos. Entre jovens do ensino médio noturno, turmas que
leciono, o maior interesse geralmente é pela raspadinha. Farei uma adaptacido do trabalho que tenho

feito desde 2008, para deixar como sugestao de atividade, com énfase no jogo da raspadinha.

Raspadinha: Loteria Instantinea promovida por um banco estatal brasileiro. E uma modalidade
de loteria na qual se emite uma quantidade de bilhetes, cujos resultados sdo conhecidos de imediato, ao
serem revelados os campos encobertos na drea de raspagem do bilhete, onde estdo impressas as
combinacdes de numeros, simbolos ou caracteres determinantes dos prémios. A loteria instantinea
oferece prémios em espécie ou em bens. Os planos de emissdo sdo submetidos a homologacdo da
secretaria de Acompanhamento Econdmico da Fazenda. O plano de emissdo, impresso no verso de cada

bilhete da Loteria Instantinea, define a quantidade de bilhetes emitidos, valor e quantidade de prémios
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oferecidos por faixa de premiacdo. O produto Loteria Federal Instantinea destina-se a populagdo com

18 anos ou mais.

. Objetivo:
1. Calcular a probabilidade de ganhar um prémio no jogo da raspadinha. Ao mesmo tempo se perguntar:

Vale a pena apostar nesse tipo de jogo?

2. Apresentar o conceito de probabilidade relacionando-o com a chance de um evento acontecer.
Mostrar que quando falamos de sorte ou azar o que estd em jogo sdo as chances de algo acontecer, ou

seja, de um evento ocorrer. E, em jogos de azar, geralmente essas chances existem, mas sdo pequenas.

3. Apresentar os conceitos de probabilidade subjetiva e teoria da decisdo. Levantar o questionamento,

vale a pena apostar neste tipo de jogo? Calcular o valor esperado do bilhete.

. Nuamero de participantes: Duplas.
. Duracao: 2 aulas.
. Desenvolvimento:

1° momento

Na primeira aula o professor apresenta a turma o video “Coisa de Passarinho” do projeto M,

matematica multimidia da Unicamp. O video tem duracdo de 10:23 minutos.
No video um garoto faz as seguintes perguntas.

-Por que 0 meu pao sempre cai com a manteiga para baixo?

-Por que cai um pé d’agua quando eu ndo levo guarda-chuva?

Os alunos podem se perguntar, por que € tdo dificil ganhar um prémio na raspadinha?

O interessante € o professor discutir com a turma as diferentes abordagens de probabilidade. O
assunto sugere a abordagem da probabilidade subjetiva, mesmo que de modo simples e sem calculos
especificos. Mostrar que a intengdo da matemadtica ndo € prever o futuro, mas apresentar modelos que
podem colaborar para descobrirmos o porqué, o como, quantas vezes uma coisa pode acontecer. A
matematica ndo diz que algo vai acontecer, ela apenas informa qual € a chance de que isso ocorra e
pode nos ajudar quando temos que decidir ou fazer escolhas diante de situacOes que exigem de nds uma

decisao.
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Os seguintes questionamentos podem ser levantados. Quantas vezes por més voc€s costumam
jogar na raspadinha? E seus familiares? Se juntarem esse dinheiro ao longo de um ano, qual a quantia

acumularariam?

2° momento

Cada dupla deverd adquirir uma raspadinha. Nao € necessario que os alunos comprem uma
raspadinha, apesar de eles simpatizarem-se com essa idéia. Sugira que eles possam adquiri-las na casa
lotérica, pois as raspadinhas que ndo sdao premiadas sdo descartadas no lixo.

Como existem vdrios tipos de raspadinhas, de diversas séries e com diferentes prémios, cada
dupla dever4 responder as perguntas propostas de acordo com a raspadinha que trouxe''. A liberacdo do
uso da calculadora pode ser feita com o objetivo de agilizar o desenvolvimento dos cdlculos e ndo
tornar a atividade cansativa e desinteressante para os alunos. Cada dupla deverd apresentar o seu
resultado. Pode-se discutir o porqué desses jogos serem chamados pela matemadtica de jogos de azar e

concluir se vale a pena ou ndo arriscar. E vélido salientar que o dinheiro arrecadado com a venda de

todos os bilhetes é muito maior que o valor pago em prémios pela loteria. Afinal, quem sai ganhando?

" Encontra-se no apéndice o material para esta atividade.
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Modelo de atividade.

ESCOLA

ALUNOS:

OBS: A raspadinha devera ser grampeada nessa folha.
ATIVIDADE ENVOLVENDO O CONCEITO DE PROBABILIDADE
SORTE OU AZAR? AS CHANCES DE GANHAR NO JOGO DA RASPADINHA

Numero de bilhetes emitidos nessa série:

Valor de cada bilhete:

Valor arrecadado com a venda de todos os bilhetes:

Preencha a tabela de acordo com os prémios da raspadinha. As informac¢des encontram-se no
verso da raspadinha escolhida. Apresente a probabilidade na forma de fra¢do e porcentagem.

Prémio Quantidade de prémios Probabilidade

Valor pago em prémios:

“Lucro” = valor arrecadado com a venda de todos os bilhetes - valor pago em prémios:

Chance de ganhar pelo menos um dos prémios:

Chance de ndo ganhar :

Qual a sua opinido sobre os valores encontrados?

Apresentamos um modelo de raspadinha.
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Figura 16 - Raspadinha.
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Dentre os sete valores impressos sob as dreas raspéveis, incluindo o da &rea CHANCE EXTRA
trés valores idénticos indicam o prémio. Nesta raspadinha, intitulada CAVALO MARINHO os valores
obtidos R$ 200,00, R$ 45,00, R$ 12,00, R$ 1,50, R$ 9,00, R$ 1,50 e chance extra de R$ 6,00 nio
corresponderam a trés valores idénticos, logo a mesma nao estd premiada.

A Loteria informa que o prémio serd pago se o bilhete estiver em qualquer condi¢do que possa
obstar a verificagdo de sua autenticidade.

Apresentamos os cdlculos das probabilidades de cada um dos prémios da raspadinha Cavalo

Marinho.
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ESCOLA

ALUNOS:

OBS: A raspadinha devera ser grampeada nessa folha.
ATIVIDADE ENVOLVENDO O CONCEITO DE PROBABILIDADE
SORTE OU AZAR? AS CHANCES DE GANHAR NO JOGO DA RASPADINHA
Numero de bilhetes emitidos nessa série: 2 500000
Valor de cada bilhete: RS 1,50
Valor arrecadado com a venda de todos os bilhetes: RS 3750000,00

Preencha a tabela de acordo com os prémios da raspadinha. As informag¢des encontram-se no

verso da raspadinha escolhida.

Prémio Quantidade de prémios Probabilidade
RS 85.000,00 2 2/2.500.000 = 0,00008%
RS 1.000,00 60 60/2.500.000 = 0,0024%
RS 500,00 100 100/2.500.000= 0,004%
RS 200,00 300 300/2.500.000 = 0,012%
RS 45,00 1.600 1.600/2.500.000 =0,064%
RS 12,00 3.250 3.250/2.500.000 = 0,13%
R$ 9,00 4.500 4.500/2.500.000 =0,18%
RS 6,00 8.750 8.750/2.500.000=0,35%
RS 3,00 5.500 53.500/2.500.000=2,14%
RS 1,50 481.762 481.762/2.500.000=19,27%
Zero reais 1.946.176 1.946.176 / 2.500.000 =
77,84752%

Valor pago em prémios: RS 1.427.143,00.

“Lucro” = valor arrecadado com a venda de todos os bilhetes - valor pago em prémios:
R$ 3.750.000,00 — RS 1.427.143,00 = R$ 2.322.857,00

Chance de ganhar pelo menos um dos prémios: 22,15248%.

Chance de ndo ganhar: 77,84752%.

Qual a sua opinido sobre os valores encontrados?
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6.3.1) INFORMACOES COMPLEMENTARES

Os alunos poderdo ser informados sobre como a arrecadacio dos valores referentes a venda dos

bilhetes € distribuida. Conforme normas da loteria federal, a arrecadacdo € distribuida da seguinte

maneira.

Destinacdo dos Valores Arrecadados Parcial Total
(Percentual) ( Percentual)

Prémio Total 45,00 %

Fundo Nacional da Cultura 3,00%

Comité Olimpico Brasileiro 1,70%

Comité Paralimpico Brasileiro 0,30%

Prémio Bruto 40,00 %

Imposto de Renda Federal 2,10%

Prémio Liquido* 37,90 %

Despesas de custeio e Manutencao de Servicos 30,00%

Tarifa de Administracao 14,50%

Comissdo CAIXA 1,00%

Comissdo Lotéricos 13,00%

Fundo de Desenvolvimento das Loterias (FDL) 1,50%

FIES 6,60 %

Fundo Penitenciario Nacional 3,00%

Seguridade Social 15,40%

Renda Bruta 100,00 %

* Prémio Liquido em média

Juntamente com os alunos o professor pode calcular as porcentagens, transformando os valores
em reais. Na Loteria Instantinea apresentada neste trabalho, temos as seguintes distribuicdes dos
valores.
- Fundo Nacional da Cultura = (0,03)(3.750.000,00) = R$ 112.500,00.
- Comité Olimpico Brasileiro = (0,017)(3.750.000,00) = R$ 63.750,00.
-Comité Paralimpico Brasileiro = (0,003)(3.750.000,00) = R$ 11.250,00.
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- Comissao Caixa = (0,01)(3.750.000,00) = R$ 37.500,00.
- Comissao Lotéricos = (0,13)(3.750.000,00) = R$ 487,500,00.
- Fundo de Desenvolvimento das Loterias = (0,015)(3.750.000,00) = R$ 56.250,00.

- FIES = (0,066)(3.750.000,00) = R$ 247.500,00.
- Fundo Penitenciario Nacional = (0,03)(3.750.000,00) = R$ 112.500,00.
- Seguridade Nacional = (0,154)(3.750.000,00) = R$ 577.500,00.

6.3.2) VALOR ESPERADO PARA O JOGO DA LOTERIA
INSTANTANEA

No jogo da Loteria Instantanea citado neste trabalho, temos as seguintes probabilidades de

ganhar um dos prémios.

Tabela 18- Probabilidades de cada prémio do jogo raspadinha.

Prémio Quantidade de prémios Probabilidade
R$ 85.000,00 2 2 /2.500.000 = 0,00008%
R$ 1.000,00 60 60 /2.500.000 = 0,0024%
R$ 500,00 100 100 / 2.500.000= 0,004 %
R$ 200,00 300 300 /2.500.000 = 0,012%
R$ 45,00 1.600 1.600 / 2.500.000 =0,064%
R$ 12,00 3.250 3.250 /2.500.000 = 0,13%
R$ 9,00 4.500 4.500 / 2.500.000 =0,18%
RS$ 6,00 8.750 8.750 /2.500.000=0,35%
RS 3,00 53.500 53.500 /2.500.000=2,14%
R$ 1,50 481.762 481.762/2.500.000=19,27%
Zero reais 1.946.176 1.946.176 / 2.500.000 =
77,84752%

Como o valor do bilhete é R$ 1,50, podemos determinar o valor esperado de cada um dos
bilhetes e verificar se desse modo € conveniente ou ndo apostar nesse jogo. Para o cdlculo do valor

esperado, devemos considerar a somatdria do produto das probabilidades pelos respectivos prémios.

EJ) = (85.000,00)(0,0000008) + (1.000,00)(0,000024) + (500)(0,00004) + (200)(0,00012) +
(45)(0,00064) + (12)(0,0013) + (9)(0,0018) + (6)(0,0035) + (3)(0,021) + (1,50)(0,2) +
(0)(77,84752)= 0,5806.
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Como o valor pago pelo bilhete é de R$ 1,50 concluimos que o valor esperado R$ 0,5806
nido é compensatério. O valor esperado € menor do que o valor pago pelo jogo. Para cada bilhete
comprado o jogador estaria perdendo R$ 0,9194.

Se considerarmos o valor esperado em relacao ao total de bilhetes teriamos,

2.500.000 bilhetes vendidos a R$ 1,50 = R$ 3.750.000,00
2.500.000 bilhetes com valor esperado de R$ 0,5806 cada = R$ 1.459.000,00
Lucro obtido com a venda de todos os bilhetes: R$ 2.291.000,00.

Este valor estd préximo do valor real do lucro obtido com a venda de todos os bilhetes desse

jogo, R$ 2.322.857,00. A diferenga é de R$ 31.857,00.

6.4) CIENCIA FORENSE E PROBABILIDADE

Esta atividade foi desenvolvida por um grupo de alunos do 2° Ano do Ensino Médio do Colégio
Santa Angela da cidade de Paraisépolis, MG, no dia 29 de novembro de 2014, na feira do
conhecimento proporcionada pela escola. O tema da feira foi “100 Anos de Descobertas e
Conhecimento”. Tema bastante amplo, proporcionava aos alunos liberdade para pesquisa e escolha de
um projeto que chamasse a ateng¢do dos visitantes e dos professores. Nao havia competicao de equipes,
os alunos seriam avaliados por professores da escola e a atividade substituia a nota de uma prova do
dltimo bimestre.

Uma equipe de 5 alunos me procurou para perguntar sobre o tema escolhido por eles, ci€éncia
forense. Aproveitei a ocasido e sugeri que abordassem o tema juntamente com a matemdtica, usando
probabilidade, assunto que eles tinham acabado de aprender. O professor deveria ser apenas um
orientador nessa feira, todo o projeto tinha que ser desenvolvido pelos alunos. Sendo assim, apresentei
minhas sugestdes e todo o resto ficou por conta da equipe.

O projeto ficou interessante e foi muito bem julgado pelos professores que fizeram a avaliagdo.
Os alunos mostraram muito empenho em apresentd-lo e foram elogiados por todos. Apresento aqui
como o projeto foi desenvolvido e a conclusio que os alunos obtiveram. E uma dica, para que, qualquer
professor de ci€ncia ou matemdtica possa aproveitd-la e adapta-la para novas apresentacdes em feiras

proporcionadas pelas escolas.
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e Projeto: Ciéncia Forense.
e Apresentacio: Feira do conhecimento.
e Numero de alunos: 5 . O nimero de alunos pode variar. Essa era a quantidade estipulada pela

escola para a referida feira.

o Fonte de pesquisa: Newsgame: CSI — ci€ncia contra o crime.

Também serviu de apoio para os alunos o video “O Crime da rua do gasometro” do programa

matematica multimidia da Unicamp.

e Objetivo: Desvendar um crime . Num primeiro momento, analisando a cena do crime tentar
descobrir o que de fato ocorreu. A partir de novas informacgdes da pericia, verificar se a opinido
continua a mesma ou foi alterada devido as novas informagdes. Calcular o nimero de pessoas que
permaneceram com a mesma opinido e aquelas que mudaram de ideia. Inserir conceitos de
probabilidade subjetiva e teoria da decisd@o. Ao analisar as acdes e através de novas informacoes decidir

da melhor maneira diante de uma situagdo que envolva incerteza.

e Desenvolvimento: O trabalho foi apresentado em uma sala de aula. A porta da sala ficava
fechada durante as apresentacdes. Os novos visitantes deviam aguardar em fila para assistirem a
proxima apresentacdo. Cada apresentacdo era feita para no maximo 10 pessoas, nimero que ficava

adequado ao espago fisico da sala de aula onde o projeto foi apresentado.

Material usado pelos alunos para realizagdo do trabalho. As Figuras 17 a 21 mostram, respectivamente,
os cartazes, Ciéncia forense, pericia, esqueleto, TV e computador e as cenas do crime.
v' Cartazes.

Figura 17- Cartaz Ciéncia Forense.
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Figura 18 - Cartaz pericia.

v Esqueleto.

Figura 19 - Cartaz esqueleto.

v" TV e computador.
Figura 20 - TV e computador.

124



v" Cenas do crime.

Figura 21 - Cenas do crime.

Os alunos deram inicio a apresentacdo explicando o que € ciéncia forense, qual a sua fungao,
quais os meios utilizados por ela para desvendar um crime, as tecnologias adotadas pela ciéncia forense.
- IBIS: Sistema Integrado de Identidade Balistica. Tecnologia canadense que transforma as impressoes

da bala em equagdes que podem ser analisadas em computador e guardadas em um banco de dados.
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- DNA: O DNA ¢ a estrutura que identifica os seres vivos e apresenta caracteristicas proprias que
permite, mesmo em individuos de uma mesma espécie, diferencid-los. Assim, pessoas de uma mesma
familia, apresentam diferencas fisicas determinadas pela variacio do DNA presente em cada individuo.
O DNA ¢ muito util para desvendar crimes e determinar paternidade, bem como diagnosticar doencas.
Para isso usavam slides com a ajuda do computador e da tela de TV.
Logo depois levavam os visitantes para a “cena do crime”. Uma aluna fazia o papel da vitima e

um dos alunos contava o ocorrido.

“Uma juiza, residente no interior de Sao Paulo, de 52 anos é encontrada morta na sala de sua
casa com um tiro no peito, pelo estagidrio que trabalhava com ela. O estagidrio disse ter ido visitar a
juiza e, quando percebeu que ndo havia ninguém, mas a janela da sala estava aberta, resolveu entrar e
deparou-se com a cena. Avisou a policia por volta das 22h15. Apos medir a temperatura do corpo, um
perito estimou a hora da morte entre 19h e 22h. A cena sugere que ela se matou. A vitima foi
encontrada sentada na poltrona da sala, de pijama, com um tiro no peito e revolver na mdo. Ndao hd
sinais de roubo. Moradores da vizinhanca disseram que a juiza ndo simpatizava com um dos vizinhos,
devido as festas barulhentas que ele fazia. O tal vizinho ndo foi encontrado. Hd comentdrios de que a
juiza tinha um caso com o estagidrio. A juiza tem uma filha que estuda e mora em Sdo Paulo e pouco

visita a mae. Ha também o caseiro, pessoa que mais tinha contato com a juiza.”

O aluno pedia para que as pessoas se colocassem no papel da pericia, analisassem o local e
dessem opinido sobre quais objetos podiam servir para desvendar o crime. Depois de ouvirem as
opinides, outra aluna, fazendo o papel de perita criminal, mostrava quais eram os objetos que seriam

recolhidos por ela para serem analisados. Geralmente os visitantes acertavam varios deles.

Cigarro: havia dois tocos de cigarro € um com marca de batom, sinal de que uma mulher tinha fumado.

A juiza era fumante? Tinham que descobrir. Segundo o estagidrio a juiza nunca fumou perto dele.
Garrafa de vinho: A garrafa de vinho estava sobre a mesa e fechada. Havia uma taca ao lado da

garrafa com um resto de vinho. Serd que a bebida continha veneno? A juiza pode ter sido envenenada

antes de ser morta?
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Revélver: o revolver era da juiza e estava colocado em sua mao. Como continuou na mao da juiza apds

ela ter morrido?

Migalhas de pao no tapete: as migalhas também deveriam ser recolhidas. A juiza estava alimentando-

se quando sofreu o atentado? A migalha estaria envenenada?

Mala da juiza: pode conter informacdes importantes.

Agenda: a agenda estava caida no chdao. Pode conter algum segredo?

Celular: o celular da juiza estava desligado. O estagidrio disse ter recebido um SMS da juiza por volta

das 21h15 com os dizeres “Preciso te ver agora”, por isso foi até a casa da juiza.

Marca do tiro: Havia pouco sangue no local, isso indica que o tiro pode ter sido dado depois da juiza ja
estar morta. O tiro foi dado de cima para baixo. O que isso quer dizer? Serd que a arma usada é a

mesma que se encontra na mao da juiza?

Vomito na roupa da juiza: a camiseta da juiza tinha sinal de vomito.
Depois de recolher os objetos, uma quarta aluna fazendo o papel de investigadora do caso,

relatava os depoimentos dos suspeitos.

Filha: A filha disse que estava em S@o Paulo arrumando o apartamento em que mora. Ndo ha ninguém
para comprovar que ela realmente estava 14 naquele momento, pois mora sozinha. Ela parece ndo gostar
do estagiario, deixou isso bem claro. Também ndo tinha um bom relacionamento com a mae. Disse que

a mae tinha “génio forte” e era uma pessoa de dificil convivéncia.

Estagiario: Disse estar na faculdade quando recebeu o SMS da juiza. Cameras de seguranca do local
realmente afirmaram que ele estava 14 no momento do crime. Ele afirmou ter tido um caso com a juiza,
mas romperam hd algumas semanas e continuaram amigos, ja que ele trabalhava com ela. Resolveu ir a

casa da juiza por ter muito carinho por ela e ficar preocupado com a mensagem que havia recebido.
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Vizinho barulhento: Nio foi encontrado. Segundo familiares ele estd viajando para a Espanha e de 14

iria para Portugal. S6 voltard daqui duas semanas.

Caseiro: O caseiro disse que costumava frequentar um bar nesse horario e que a juiza permitia que ele
saisse pelo menos uma vez por semana. No dia do crime estava nesse bar e permaneceu por 14 até 1h.
Fato confirmado pelo dono do bar, mas que ndo serve como &libi, por ser muito amigo do caseiro. O
caseiro também revelou que havia acabado de pedir demissao depois de anos trabalhando para a juiza.
O motivo € porque queria voltar para sua terra natal.

Depois dos depoimentos e dos objetos que foram levados para a pericia, cada visitante foi
convidado a dar sua opinido sobre quem havia cometido o crime. Receberam para isso, um papel como
o do modelo, Figura 22.

Figura 22 - Quem matou a juiza?

QUEM MATOU A JUIZA?

Estagiario

Filha

Caseiro

Vizinho

Ela mesma

Depois de dar a sugestdo, o visitante era convidado a colocar esse papel dentro de uma caixa
onde estava escrito nimero 1. Das 40 pessoas que votaram, foram obtidos os seguintes resultados.
Estagidrio: 12 pessoas.
Filha : 9 pessoas.
Caseiro: 6 pessoas.
Vizinho: 8 pessoas.

Suicidio: 5 pessoas.
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Griafico 19 - Suspeitos.

Suspeitos
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Estagidrio Filha Caseiro Vizinho Elamesma

A maioria das pessoas opinou por suspeitar do estagidrio devido ao caso amoroso que havia
entre eles. Os alunos relataram que os visitantes depois de votarem, ficavam ansiosos para descobrir o
que de fato ocorreu.

Ap6s terem dado o seu voto, os participantes eram conduzidos para a mesa da pericia, onde uma

aluna relatava o que de fato foi encontrado nos objetos.

Figura 23- Mesa da pericia.

e Na maleta da juiza foi encontrada uma apdlice de seguro no valor de R$ 2.000.000,00. Porém,
estava em destaque na apdlice que ndo havia cobertura em caso de suicidio premeditado. A dnica
beneficidria desse seguro era a filha da juiza.

e Na agenda foram encontrados papéis picados que ao serem juntados revelaram uma receita de

pao recheado de chocolate. Porém ndo se tinha o conhecimento da caligrafia da receita.
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e O cachorro da juiza foi encontrado morto em seu quintal. Ele foi envenenado por uma
substincia conhecida como sulfato de nicotina, uma substincia usada para matar pulgdes e outras
pragas.

e Vasculhando a casa da juiza e a casa onde o caseiro morava foi encontrada uma garrafa de
inseticida com a substancia encontrada no corpo do cachorro.

e Foram recolhidas duas amostras de DNA diferentes no toco de cigarro encontrado na mesa.
Sabe-se que alguém esteve com a juiza.

e Havia fibra de algoddo na rolha da garrafa de vinho encontrada sobre a mesa. Segundo andlise
essas fibras parecem ser de luva de jardinagem.

e A Unica impressdo digital encontrada na arma do crime € da vitima. A bala que atingiu a juiza é
do revélver que a mesma segurava.

o Testes de DNA comprovam que a saliva encontrada no copo de vinho era da juiza.

e No fundo da casa da juiza foi encontrado, caida no chdo um par de luvas de jardinagem cujas
fibras coincidem com a fibra encontrada na garrafa de vinho.

¢ A mensagem foi enviada para o estagidrio do celular da vitima as 21h. Nesse aparelho foram
encontradas somente as digitais da vitima. Suspeita-se que o SMS pode ter sido enviado por outra
pessoa, depois da morte da juiza.

e A roupa da juiza realmente estava suja de vomito. Andlise do tapete também comprovou que
havia vomito.

e As migalhas de pdo encontradas caidas no tapete continham sulfato de nicotina, a mesma
substancia encontrada no corpo do cachorro morto.

e Na garrafa de vinho ndo foram encontrados vestigios de veneno.

e Suspeita-se que a juiza foi envenenada com o pao e a morte foi causada pelo envenenamento e

ndo pelo tiro.

Depois de receber as informagdes, os visitantes foram convidados a assumirem o papel de

investigadores e novamente votar. O voto, Figura 24 era colocado na urna com nimero 2.
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Figura 24 - Quem matou a juiza? Vocé mudou de opinido?

QUEM MATOU A JUizA?

Estagiario

Filha

Caseiro

Vizinho

Ela mesma

Vocé mudou de opiniao?

SIM NAO

Os resultados obtidos estdo mostrados no Grafico 20.

Griafico 20 - Suspeitos depois das novas informagdes.

Suspeitos
20
15
10
; ]
o Il | | | |
Estagiario Filha Caseiro Vizinho Ela mesma

Os alunos perceberam que a maioria dos visitantes mudaram de opinido. Das 40 pessoas que

votaram, 18 mantiveram suas opinides e 22 mudaram de opinido.

Mudaram de opinido: i(z) = 0,55 = 55%.

) . .. 18
Mantiveram sua opinido: 0= 0,45 = 45%.

Ap6s coletar os dados das 40 pessoas que assistiram as apresentacdes e realizar os devidos
calculos, os alunos continuaram as apresentagoes, porém, sem votacoes. Somente com comentarios dos
valores obtidos. Os alunos salientaram a ligagdo que a matematica tem com a ciéncia forense. Pode-se
usar probabilidade para se desvendar um crime, a partir de novas informacdes obtidas, passa-se a ter
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maior convic¢cdo do que de fato ocorreu e € possivel quantificar essa possibilidade. Como as suspeitas
do vizinho foram poucas, ninguém mais acreditou que ele pudesse ser o criminoso, enquanto que as
suspeitas recaifram sobre a filha e o caseiro.

Os alunos solicitaram aos visitantes que comentassem o que eles achavam que realmente
aconteceu com a juiza. Os que votaram na filha acreditavam que ela estava interessada no seguro e, por
esse motivo, matou a mae. Os que votaram no caseiro sugeriram que ele pudesse ser apaixonado pela
juiza e devido ao envolvimento da mesma com o estagiirio, por ciime, resolveu se vingar e matou-a.
Outros achavam que a juiza era uma patroa ma e cruel e, despertou a ira no empregado, que por nao
aguentar insultos e humilha¢Ges resolveu envenend-la. Para os que afirmaram que a juiza havia
cometido suicidio,o fato de descobrir o que a filha seria capaz de fazer gerou depressdo e angustia e,
devido a isso, cometera o suicidio, o que deixaria a filha sem o seguro que tanto almejava. Os motivos
foram vérios, cada um tinha o seu argumento. Portanto, a curiosidade era comum a todos os visitantes
em descobrir o que de fato ocorreu.

Para encerrar um aluno relatou o que realmente aconteceu no dia do crime.

“Pouco antes de terminar o relacionamento com o estagidrio, a juiza descobriu que a filha
estava planejando matd-la para ficar com o seguro de vida. As duas nunca se deram muito bem. A filha
sempre acusava a mde de querer so trabalhar e ndo ter tempo para ela. A made ficava preocupada com
as amizades da filha.

A filha tentou comprar o caseiro para fazer o servico. Porém, o caseiro, como fiel empregado e, por
gostar muito da juiza, ndo aceitou de jeito algum. Ndo ficou indignado com a proposta porque
conhecia a indole da filha da juiza. Porém, ndo teve duvidas de que deveria contar isso a sua patroa e
o fez. Também pediu demissdo apos fazer o relato, com medo de que a situagcdo podia se complicar
para ele.

Perturbada, a juiza enviou um e-mail para um amigo do forum, que serviria como evidéncia caso sua
filha resolvesse matd-la: ‘Meu amigo, peco que guarde esse e-mail como prova de Amizade.
Tantasvezes pude contar com um amigo tdo fiel, Responsdvel e Inteligente, temo que ndo encontre
outro igual a vocé. Isso me amedronta e aterroriza. Consideravelmente ndo sei o qué fazer. Imagino
que devo tomar alguma providéncia.Como vocé estd de saida, Imagino que seja boa hora Dizer Isso.
Obrigada por tudo. *

Juntando as letras que estavam em negrito no e-mail encontramos a palavra MATRICIDIO, ato de

matar a propria mde.
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Estando abalada com a descoberta de que a filha seria capaz de tal ato e, devido a desilugdo amorosa
que acabara de sofrer por causa do término do relacionamento com seu estagidrio, a juiza resolveu
suicidar-se. Somente desse modo sua filha ndo receberia o seguro miliondrio. A juiza assou os pdes
colocando neles o inseticida e depois ingeriu-os. Resolveu fumar, vicio que jd havia largado hd algum
tempo, tomou uma dose de vinho, sua bebida preferida. O veneno deixou-a desacordada e provocou
vomitos. Pouco depois a filha chegou na casa da juiza e deparou-se com a cena (a juiza jd sabia da
visita da filha). Ao lado do corpo havia um bilhete em que a juiza deixava bem claro para a filha que
ela ndo conseguiria receber o tdo sonhado seguro. Desesperada, a filha decidiu armar um assassinato,
atirando na made, mesmo depois de morta para tentar enganar a policia e a seguradora. Usando as
luvas do jardineiro, ela pegou a arma da mde e atirou. Em seguida, enviou a mensagem de texto, do
celular da made, para o estagidrio. Queria que ele chegasse na casa, encontrasse a juiza morta e
tornasse o principal suspeito do crime. A filha jogou os pdes na lixeira e esqueceu de tampd-la. O
cachorro, mexendo na lixeira, ingeriu os pdes e por esse motivo também morreu envenenado. A filha
colocou a arma na mdo da mde para tentar confundir os policiais. Seu maior erro foi mentir que ndo
esteve na casa da mde naquele dia, o exame de dna comprovou que um dos cigarros tinha sido fumado
por ela. Ao ser investigada e sofrer interrogatorio, a filha ndo resistiu a pressdo e confessou o que

’

havia feito, entregando a policia o bilhete na qual a mae afirmava ter suicidado.’

Apenas 10 visitantes acertaram o que ocorreu, ou seja, 25 % deles. A maioria, 47,5% acreditava
ser a filha a culpada do crime. Realmente, a filha também teve parte de culpa no crime.

Ao terminar a explanacdo sobre o que ocorreu no dia do crime, um aluno explicou sobre
probabilidade, de maneira simples para que todos entendessem. Relatou a aplicacdo da probabilidade
subjetiva em situacdes como essa ou até mesmo em situacdes do dia-a-dia, como por exemplo, ao vir
participar da feira vocé fez essa escolha ao invés de outra, vocé decidiu o melhor horario para a visita.
Tomamos decisdes a todo momento e as vezes elas sdo tdo comuns que passas despercebidas.

A cada informacdo nova, ou a cada exame de dna, a probabilidade de alguém ser o culpado pode

variar e assim, através de mais informacdes consegue-se chegar ao que de fato aconteceu.
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CONCLUSAO.
Percebemos ao final da contagem dos suspeitos escolhidos pelos participantes da feira, que a
~ . . . s . 12 . ., o« 1~
votacdo deveria ter sido feita em um tinico modelo “. Assim, conseguiriamos saber com exatiddao quem
mudou de ideia e para qual suspeito a mudancga foi feita. Realizando a votacdo em dois momentos, s6
conseguimos obter o percentual das pessoas que mudaram de opinido. Alguns participantes
comentavam para qual suspeito mudaram, mas ndo conseguimos obter com exatiddo para qual suspeito

a mudanga foi feita.

6.5.) QUAL A MELHOR DECISAO?

O assunto probabilidade nem sempre € trabalhado em sala de aula de modo a levar os alunos a
entenderem de fato o tema. Geralmente os livros didéticos e apostilas abordam apenas a probabilidade
classica.

Esta atividade, baseada no livro “Analise Estatistica da Decisao” de Bekman e Costa Neto, O
Caso do jogo de futebol, pag. 29, apresenta probabilidade subjetiva [1] e teoria da decisdo. Como
probabilidade subjetiva ndo € um tema que faz parte do curriculo do ensino médio, nada impede que o
professor desenvolva-a com seus alunos, ja que o tépico trabalhado em sala de aula € probabilidade. O
professor pode apresentd-la de forma simples e clara, levando o aluno a uma melhor concepgao sobre

probabilidade e a percepcdo de que ela estd presente em varios fatos do dia-a-dia.

. Objetivo: Explicar o conceito de probabilidade subjetiva e teoria da decisdo, levando os alunos

a tomarem a melhor decisdo diante de uma situag¢do de incerteza.
. Nimero de alunos: Pode variar entre 4 a 6 alunos por equipe.
. Série: Pode ser aplicada em turmas de 2° ano do ensino médio, logo apds o estudo de

probabilidade, ou em turmas de 3° ano ao se fazer a revisdo de probabilidades para o enem e

vestibulares.

12 segue modelo de votagdo unico no Apéndice.
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. Numero de aulas: 2 ou 3.

. Desenvolvimento:

1° momento: O professor pode utilizar o problema dos cupcakes, citado neste trabalho, para introduzir
os conceitos de probabilidade subjetiva, critérios de decisdo, drvore de decisdo e utilidade ou
simplesmente utilizd-lo para entender melhor o assunto e poder explanar essas ideias e conceitos para os

alunos em sala de aula. O video Brasil x Argentina do projeto m3 da Unicamp ajuda a entender o

processo de decisdo. A duracdo do video é de apenas 11:04 minutos, o video pode ser utilizado até

mesmo antes da explanagdo do problema dos cupcakes.

2° momento: Sugerir que os alunos utilizem probabilidade subjetiva e valores de utilidade para resolver
o problema proposto e encontrar a decisdo que maximize a escolha. Os valores monetarios podem ser
negativos ou positivos, mas devem ser coerentes com a satisfacdo da equipe de acordo com cada agio.

A probabilidade de chuva ou sol deve apresentar uma justificativa para o valor escolhido.

Problema 2. Uma turma de alunos, da qual vocé faz parte, vai fazer uma viagem de formatura. Para
isso possuem trés destinos diferentes, viajar para a praia, viajar para um hotel fazenda ou alugar uma
casa de campo com piscina na propria cidade. Os alunos fardo essa viagem na segunda semana de
janeiro, data em que todos podem participar. Segundo as suas pesquisa hd ____ % de probabilidade de
chuva durante essa semana. Somente uma das viagens deve ser escolhida.

Constatamos que a probabilidade de chuva ¢é de %  baseando-nos em:

Deve-se levar em conta que,

A; Viajar para a praia

O dinheiro da comissio de formatura € suficiente para pagar a locomocao e o aluguel da casa de
praia por trés dias, tempo suficiente para que haja diversdo. Em principio, essa era a ideia da turma
toda. Porém, com a previsao de que ha % de chance de chuva contra % de sol, alguns alunos

estdo preocupados caso esses trés dias sejam chuvosos. Com chuva na praia ndo ha muito o que se
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fazer, ndo d4 pra curtir o mar e ficar bronzeado. O unico jeito seria ficar na casa jogando baralho ou um

jogo de tabuleiro. Parece que nesse caso a viagem ndo serd interessante.

A; Viajar para um hotel fazenda

Dizem que é muito pacato e silencioso curtir um final de semana num hotel fazenda. O dinheiro
¢ suficiente para manter as despesas por um final de semana. O hotel tem piscina com tobodgua, o que
anima vdrios alunos. Alguns até preferem piscina do que mar. Caso chova ndo seria tao ruim assim. O
hotel tem uma equipe de monitores excelente que promove brincadeiras, baladas e recreacdes, caso

chova.

A3 Alugar uma casa de campo

Como o translado € bem menor, ji que a casa de campo é na propria cidade dos alunos, o
dinheiro € suficiente para que possam curtir mais dias do que na praia e no hotel. D4 até pra pagar uma
cozinheira para fazer o almocgo, e assim eles possam se divertir mais. Nao tem muita coisa diferente, s6
h4 uma piscina. Durante a noite seria um pouco mondétono. Porém, caso chova o proprietario devolve o
dinheiro ou marca para uma nova data, com dia propicio a sol, ja que o proprietdrio € amigo de alguns
alunos.

Qual a melhor decisao a ser tomada?

Depois de propor o problema para os alunos o professor pode entregar este modelo de tabela,

Tabela 19 para que os alunos preencham com escala monetdria (utilidade) de acordo com suas

preferéncias.
Tabela 19- Tabela das preferéncias.
30 A = praia A; = hotel fazenda | Az = casa de campo
Natureza
CHUVA (p=__)
SOL(p=__)

ApOs colocarem os valores de utilidade, deverdo realizar o célculo do valor esperado para cada

acdo e depois completarem a arvore de decisao, conforme Figura 25.
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Figura 25- Arvore da decisio.

Chuva

Qual a melhor decisao a ser tomada, analisando os resultados?
Cada grupo deve expor sua escala de utilidade e comentd-la. O professor pode aproveitar o
momento e verificar se as escalas apresentadas por cada grupo foram parecidas ou muito diferentes. Ao

final, deve-se verificar qual a acdo escolhida pela maioria dos grupos.

e Aplicacio e conclusao.

A atividade “Qual a Melhor Decisdo?” foi aplicada em uma turma de 3° ano do ensino médio da
Escola Estadual “Jodo Ribeiro de Carvalho” de Concei¢cdo dos Ouros. Foi escolhida para desenvolver a
atividade a mesma turma que ji havia trabalhado com a atividade “As médias podem ndo ser
significativas?” .
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A sala ja conhecia probabilidade subjetiva e teoria da decis@o ao resolver o problema do guarda-
chuva. Num primeiro momento recordamos alguns conceitos através do problema dos cupcakes
apresentado neste trabalho. Foi necessdria uma aula para a explicacdo do problema dos cupcakes e
assistirmos o video Brasil x Argentina.

Na aula seguinte os alunos foram distribuidos em equipes. Formaram-se 6 equipes, 4 equipes de
6 alunos e 1 equipe de 5 alunos cada. Foi entregue para cada grupo o problema da viagem com as suas
acoes, a tabela para colocarem o valor da utilidade de acordo com as preferéncias do grupo e a arvore

de decisdo. A atividade foi avaliada como trabalho.

As respostas para a atividade.

GRUPO 1.
65% de probabilidade de chuva e 35% de probabilidade de sol.
Justificativa. Janeiro € um més propicio a chuva. Na regido litordnea que frequentamos sempre chove

nas primeiras semanas de janeiro. Na nossa regido chove menos.

Tabela 20 - Tabela das preferéncias do grupo 1.

30 A, = praia A, = hotel fazenda | Az = casa de campo
Natureza
CHUVA (p=0,65) 5 85 2
SOL (p=0,35) 200 150 50

Valor da utilidade esperada para cada acdo.
A =(5)(0,65) +(200)(0,35) =73,25.

Ay = (85)(0,65) + (150)(0,35) =107,75.
Az =(2)(0,65) + (50)(0,35) =18,8.

A melhor decis@o para o grupo 1 € viajar para o hotel fazenda.
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Figura 26- Arvore da decisdo do grupo 1.

A,

GRUPO 2.

Chuva

60% de probabilidade de chuva e 40% de probabilidade de sol.

Justificativa. Janeiro € um més chuvoso. Na regido litoranea chove nessa época do ano. As reportagens

sempre mostram deslizamentos de terra e catastrofes em regides litoraneas nessa época do ano.

85

150

Tabela 21- Tabela das preferéncias do grupo 2.

30 A = praia A; = hotel fazenda | Az = casa de campo
Natureza
CHUVA (p=0,60) 1 150 50
SOL (p=0,40) 250 290 200
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Valor esperado para cada acdo.

A = (1)(0,60) +(250)(0,40) = 100,6.
Az = (150)(0,60) + (290)(0,40) = 206.
Az =(50)(0,60) + (200)(0,40) = 110.

A melhor decis@o para o grupo 2 € viajar para o hotel fazenda.

Figura 27 - Arvore da decisdo do grupo 2.
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GRUPO 3.
60% de probabilidade de chuva e 40% de probabilidade de sol.

Justificativa. As primeiras semanas de janeiro sao chuvosas.
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Tabela 22- Tabela das preferéncias do grupo 3.

30 A, = praia A; =hotel fazenda | Az = casa de campo
Natureza
CHUVA (p=0,60) -580 400 550
SOL (p=0,40) 490 600 650

Valor esperado para cada acdo.
A = (-580)(0,60) + (490)(0,40) =-152
Az = (400)(0,60) + (600)(0,40) =480
Az =(550)(0,60) + (650)(0,40) =590
A melhor decisdao para o grupo 3 € viajar para a casa de campo. Dos 4 integrantes desse grupo,
trés eram simpatizantes de cavalgadas e rodeios e moram na zona rural. Os valores de utilidade

atribuidos por eles sdo coerentes ao perfil da maioria do grupo.

Figura 28 - Arvore da decisdo do grupo 3.
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GRUPO 4.

70% de probabilidade de chuva e 30% de probabilidade de sol.

Justificativa. Como ndo temos muita sorte, a probabilidade de chuva serd maior.

Tabela 23- Tabela das preferéncias do grupo 4.

30 A, = praia A; =hotel fazenda | Az = casa de campo
Natureza
CHUVA (p=0,70) 0 700 200
SOL (p=0,30) 700 900 500

Valor esperado para cada acdo.

A =(0)(0,70) + (700)(0,30) =210.

A, = (700)(0,70) + (900)(0,30) = 760.
Az =(200)(0,70) + (500)(0,30) = 290.

A melhor decis@o para o grupo 4 € viajar para o hotel fazenda.

Figura 30 - Arvore da decisdo do grupo 4.
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GRUPO 5.

10% de probabilidade de chuva e 90% de probabilidade de sol.

Justificativa. Nos anos de 2014 e 2015 o més de janeiro ndo foi chuvoso.

Tabela 24 - Tabela das preferéncias do grupo 5.

30 A, = praia A; =hotel fazenda | Az = casa de campo
Natureza
CHUVA (p=0,10) 500 500 50
SOL (p=0,90) 1500 1700 100
Valor esperado para cada acao.
A =(500)(0,10) + (1500)(0,90) = 1400
Az = (500)(0,10) + (1700)(0,90) = 1580
Ajz = (50)(0,10) + (100)(0,90) =95
A melhor decis@o para o grupo 5 € viajar para o hotel fazenda.
Figura 31 - Arvore da decisdo do grupo 5.
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GRUPO 6.
30% de probabilidade de chuva e 70% de probabilidade de sol.

Justificativa. Nos dois dltimos anos janeiro ndao foi um més chuvoso.

Tabela 25- Tabela das preferéncias do grupo 6.

\A50\ A, = praia A; =hotel fazenda | Az = casa de campo
Natureza

CHUVA (p=0,30) -50 50 -40

SOL (p=0,70) 150 200 180

Valor esperado para cada acao.

A =(-50)(0,30) + (150)(0,70) =90
Az = (50)(0,30) + (200)(0,70) =155
Az = (-40)(0,30) + (180)(0,70) =114

A melhor decis@o para o grupo 6 é viajar para o hotel fazenda.

Figura 32 - Arvore da decisdo do grupo 6.
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Das 6 equipes, apenas uma escolheu casa de campo, as demais preferem o hotel fazenda. O
resultado retrata a preferéncia da turma. A maioria dos alunos dessa sala é da zona rural e gosta do
campo. Ja é costume da escola nas séries finais do ensino fundamental e médio a realizacdo de uma
viagem para um hotel fazenda da regido. Essa viagem € aguardada com ansiedade pelos alunos.

Nesta atividade os alunos assimilaram o uso do diagrama de arvores e o cdlculo do valor
esperado. Entenderam que ao tomar uma decisdo podem atribuir valor numérico as preferéncias e

assim, tentar maximizar a escolha, decidindo com mais cautela e precisao.
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CAPITULO 7

CURIOSIDADES BIOGRAFICAS E HISTORICAS

7.1) KOLMOGOROV

Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), foi um dos mais importantes matematicos do
século 20. Seus trabalhos tiveram impactos em vdrias dreas da Matemdtica. Matematico soviético, sua
genialidade se evidenciou ainda cedo durante a graduac@o. Aos 18 anos obteve seu primeiro resultado
independente sobre séries de Fourier- Lebesgue. Em 1925, ao se formar na Universidade Estadual de
Moscovo ja havia publicado 8 artigos cientificos. O interesse por probabilidade iniciou-se em 1924 e
em 1925 publicou seu primeiro trabalho nessa area contendo o teorema das “Trés séries” e resultados
em inequagdes de somas parciais de varidveis aleatérias que se tornaram a base para as desigualdades
de martingales e do cdlculo estocastico.

Em 1928, determinou condi¢gdes necessdrias e suficientes para a lei forte dos grandes nimeros e,
provou sob condi¢des bastante gerais, a lei do logaritmo iterado, todos estes, resultados assintéticos,
para soma de varidveis independentes.

Em 1929, publicou seu trabalho Teoria Geral de Medidas e Teoria de Probabilidade onde foi
apresentada a primeira descricdo de uma constru¢io axiomdtica baseada na teoria da medida.

Em 1933, publicou em alemao um livro que foi traduzido para o inglés com o titulo Foundations
of the Calculus of Probability, onde desenvolve a teoria da probabilidade de forma matematicamente
rigorosa a partir de fundamentos axiomdticos baseados na teoria da medida. Sua obra trouxe

importantes contribui¢cdes € marcou o inicio do desenvolvimento da teoria moderna de probabilidade.

7.2) THOMAS BAYES

Thomas Bayes, reverendo presbiteriano viveu no inicio do século XVIII (1701-1761) na
Inglaterra. Estudou Teologia na Universidade de Edimburgo. Em 1752 foi eleito para a Real Sociedade,
entidade cientifica britanica criada em 1645. Dois anos apds sua morte, um amigo, o filésofo Richard

Price ( 1723-1791) apresentou a Real Sociedade um artigo que aparentemente encontrou entre os papéis
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do reverendo, com o nome ‘Na essay towards solving a problem in the doctrine of chances’ ( Ensaio
buscando resolver um problema na doutrina das probabilidades). Nesse artigo estava a demonstracdo do
famoso teorema de Bayes. Esse trabalho foi resgatado pelo matematico francés Pierre-Simon Laplace
que o revelou ao mundo.

Pode-se dizer que o bayesianismo tem dois importantes alicerces epistemoldgicos. O primeiro é
a visdo do universo com base em graus de crencga ou credibilidades, em vez de tudo ou nada. O segundo
¢ uma regra matemdtica que explicita como voc€ deve mudar seu grau de incerteza a luz de novos
dados empiricos. A partir desses dois pilares podemos deduzir uma série de implicagdes filoséficas do
bayesianismo [31].

O bayesianismo liga a inferéncia racional (probabilidade a posteriori) a subjetividade
(probabilidade a priori) e a experi€éncia empirica (probabilidade condicional). A estatistica bayesiana

mede um grau de incerteza o que permite trabalhar com probabilidade de hipéteses e pardmetros.

7.3) PASCAL E O PRINCIPIO DA EXPECTANCIA MATEMATICA

Este texto baseia-se em [14].

O homem sempre possuiu uma busca constante de conhecimento de si mesmo e da sociedade
que o cerca. Vdrias sdo as obras que procuram entender o comportamento humano. A matematica
embora muito aplicidvel ao mundo fisico, também tem aplicabilidade no estudo do comportamento
humano, embora isso tenha gerado muitas controvérsias. Para vdrios estudiosos das exatas era
impossivel equacionar o comportamento do homem, devido a presenca do “humano” e ao fator
psicolégico.

Pascal foi o primeiro a escrever uma teoria matemdtica que tratou do comportamento humano
através do principio da expectancia matematica. Pascal passou a sua vida dividido entre a carreira
matematica e a religiosa. Ao levantar a questdo de acreditar ou ndo em Deus, Pascal afirma que a fé ndo
€ objeto de escolha racional. O que podemos € decidir levar uma vida de acordo com os principios
cristdos ou nos deixar levar pelas paixdes do mundo, como se Deus ndo existisse. Na primeira escolha,
terfamos uma vida pia e na segunda, uma vida mundana. Apesar da razdo ndo poder determinar a
existéncia ou ndo de Deus, este, de fato, existe ou ndo existe. Para resolver esse problema Pascal

utilizou o conceito valor esperado. Para ele, o ganho de uma vida pia, caso Deus existisse, seria infinito;
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caso ndo existisse seria zero. O ganho de uma vida mundana seria algum valor constante, ou seja, k,
independentemente de Deus existir de fato ou ndo [13].

Assim, atribuindo uma probabilidade a # 0 para a existéncia de Deus e 1-a para a ndo existéncia
de Deus, o valor esperado (ou esperanga matemdtica) de levar uma vida pia seria,

E( vida pia) =a.00 + (1- @) . 0 = o,

O valor esperado para uma vida mundana

E (vida mundana)=a.k+(1-a).k=k.

Portanto a esperanca em levar uma vida pia € maior do que levar uma vida mundana, qualquer
que seja a probabilidade a de Deus existir. Desse modo, Pascal concluiu que viver como se Deus
existisse, através da vida pia, seria a melhor opc¢ao, pois a vida pia possui valor esperado maior do que a
vida mundana.

A andlise feita por Pascal para tomar uma decisao sobre seu comportamento baseada em valores
esperados chamou a atencdo de matematicos e foi utilizada como método de andlise de decisdes durante
as ultimas décadas do século XVII.

Se chamarmos de Y = (yi, y2. ... , ¥an) Os possiveis resultados e Py = ( plk, pzk, ey pnk), comk=1,
2, ..., K os valores das probabilidades de k apostas disponiveis, entdo o principio da expectancia
matematica estabelece que a aposta P. , 1 < e < k deve ser escolhida entre as demais apostas, se ,e
somente se

YR yipS =M, yipk paratodok=1,2, .. k.

Fica claro que a unica medida importante para a tomada de decisdes baseada nesse principio € o

valor esperado. O principio da esperan¢a matemdtica constituiu-se do primeiro desenvolvimento

intelectual capaz de lidar com decisdes em condi¢des de incerteza.

7.4) BERNOULLI E O PARADOXO DE SAO PETERSBURGO

Em 1738 , Daniel Bernoulli (1700 — 1782), sobrinho de Jacob Bernoulli, mostrou-se insatisfeito

com o principio da esperanca matematica de Pascal. Através do famoso Paradoxo de S@o Petersburgo

enfatizou que “homens prudentes” ndo obedecem invariavelmente ao principio de Pascal. O paradoxo
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de Bernoulli apresenta-se da seguinte maneira: “Suponha que uma moeda é jogada repetidamente até
que a primeira “cara’ apareca. O jogo paga 2" délares se a primeira cara aparecer na enésima
rodada. Qual o prego que um individuo pagaria para entrar nesse jogo?”

A solucdo de Bernoulli para o Paradoxo de Sdo Petersburgo € o marco inicial da teoria da
utilidade esperada. Ele argumentou que o valor que uma pessoa atribui a sua riqueza nao é o proprio
valor monetario desta, mas sim seu “valor moral” ou utilidade [3].

Utilizando o principio da expectancia matematica para resolver o Paradoxo de Sao Petersburgo
podemos perceber que se pode pagar qualquer preco para entrar nesse jogo, o que € incoerente com O

comportamento observdvel no mundo real.

EP® =3, (1) .2

2

E(P)=147.2+ 2.4+ d= -+ F =

Bernoulli postulou o que mais tarde seria conhecido como a lei da utilidade marginal
decrescente, que implica que a medida que a riqueza aumenta, decresce a utilidade adicional devido ao
aumento da riqueza. Em termos matematicos, esta lei diz que a utilidade em fun¢do da riqueza ou do
dinheiro € uma fungdo cOncava.

Bernoulli foi além e supds que a utilidade € igual ao logaritmo (em qualquer base) do resultado
em termos monetdrios. Ou seja, u(x) = log g x onde x € o resultado e B é uma base qualquer (B >0e B
# 1). O célculo da utilidade esperada ¢ semelhante ao calculo do valor esperado, mas com a utilidade
servindo de peso. Assim, a utilidade esperada de uma loteria é
UL) =2ip; Uxy) .

Para Bernouli os individuos devem procurar maximizar a utilidade esperada dos resultados. Se
Y =(yi, Y2 ..., Yn) € 0 vetor de possiveis resultados e Py = (plk, pzk, - pnk) ,k=1,2, ..., Ksio os
vetores de probabilidades das apostas disponiveis, entdo a teoria da utilidade esperada afirma que a

aposta P., 1 <e <k, deve ser escolhida entre k apostas de utilidades esperada diferentes se e somente se

P opfu(y) =X, pfu(y) paratodok = 1,2, ..., k.

Aplicando o conceito de utilidade esperada ao Paradoxo de Sdo Petersburgo e supondo que a

utilidade de qualquer resultado € igual ao logaritmo na base 10 do resultado, obtemos
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n
UP) = 20— G) Jlog(2"71) = 0,30103. Ou seja, sendo X o valor midximo que o individuo estaria

disposto a pagar para entrar nesse jogo, temos
UX) =log X =0,30103 - x = 2.

Logo 2 délares seria o valor mdximo que o individuo deveria estar disposto a pagar.

7.5) HISTORICO DA TEORIA DA UTILIDADE ESPERADA

Com o surgimento da teoria da utilidade, a subjetividade foi definitivamente introduzida a teoria
da decis@o. A andlise feita por Pascal na expectancia matemadtica nao utiliza qualquer tipo de avalia¢ao
subjetiva, basta multiplicar as probabilidades pelos possiveis resultados. A teoria da utilidade considera
que os riscos estimados por cada individuo ndo possuem o mesmo valor, a utilidade depende das
circunstancias especificas de quem faz a estimativa.

Porém, no decorrer das décadas a teoria de Bernoulli foi sendo esquecida e o conceito de
utilidade foi redescoberto vérias vezes durante os séculos XVIII e XIX. No século XIX economistas
comecaram a utilizar a utilidade em suas pesquisas, mas o conceito ficava, na maioria das vezes, restrito
ao caso sem incerteza.

No século XVIII Jeremy Bentham (1748-1832) fundamentado no hedonismo dos gregos antigos
(o individuo age de maneira a buscar o maximo de felicidade possivel, redescobre a utilidade. Para ele
utilidade é a propriedade de qualquer objeto pela qual ele tende a produzir beneficio, vantagem ou
felicidade, de modo a evitar a ocorréncia de dano ou sofrimento.

“A natureza colocou a humanidade sob o governo de dois senhores soberanos, a dor e o prazer.
Compete somente a eles apontar o que devemos fazer, assim como determinar o que realmente faremos.
De um lado, o padrdo de certo ou errado, de outro a cadeira de causas e efeitos estdo ligados a seus
tronos...Um homem pode pretender abjurar seu império, mas a realidade é que permanecerd sujeito a
ele todo o tempo. O principio de utilidade reconhece esta sujeicdo e assume-a para base daquele
sistema, cujo objetivo é orientar a fdbrica de felicidade pelas mdos da razdo e da lei [14]”.

Bentham faz parte de uma corrente de economistas marginalistas. Para eles, os consumidores
escolheriam, individualmente, aqueles bens que fornecessem a maxima utilidade possivel, dado suas
restricdes orcamentdrias. A utilidade era uma medida cardinal da intensidade dos desejos, prazer ou

felicidade. Maximizando a utilidade se maximizava o prazer ou a felicidade. Para os marginalistas a

151



funcdo utilidade U (xy, X2, ...,Xn) era dada como uma medida do bem-estar psicoldgico dos individuos de
acordo com o consumo das quantidades x; dos bens, i = 1, 2, ..., n. Quanto maior a quantidade de cada
bem, maior o nivel de utilidade.

As criticas a teoria da utilidade foram muitas. Era considerada como mistica e alvo de
constantes contestacdes. Como se pode medir o prazer ou a felicidade? Quem afirma que um individuo,
sendo juiz de seus proprios atos, quando se confronta com duas op¢des consegue escolher a opcao que
lhe fornecerd maior prazer? Havia um certo ceticismo em relacdo a medida cardinal de utilidade.

Em 1906 uma nova abordagem da teoria da utilidade baseada na ordenagdo das possiveis
combinacdes surge e, portanto, a cardinalidade pdde ser abandonada. Segundo a ordinalidade para a
op¢ao que fornecesse o maior bem-estar designava-se o maior nimero, para a op¢ao que fornecesse o
segundo maior nivel de bem-estar , designava-se o segundo nimero mais alto, e assim por diante. Desse
modo, se duas func¢des utilidades distintas fornecem o mesmo ordenamento, entdo elas sdo equivalentes
sob o ponto de vista ordinalista.

Na década de 1930, uma interpretacio moderna de utilidade ganha campo. Descobre-se que
utilidade ndo € a causa das preferéncias, mas descri¢do das preferéncias. Cada individuo escolhe o que
prefere e a utilidade € apenas uma indexacdo matematica para descrever o que eles preferem. A fungdo
utilidade deve se comportar segundo o comportamento de escolhas do individuo e ndo o individuo se
comportar segundo sua fun¢do utilidade [24]. Essa ideia foi apresentada por John Hicks (1904-1989),
economista britanico e Sir Roy George Douglas Allen (1906- 1983), economista, matemdtico e
estatistico inglés, e recebeu o nome de abordagem operacionalista. Com essa abordagem a teoria da
utilidade passa a ganhar maior aceita¢do entre os estudiosos.

Em 1944, John Von Neumann (1903-1957), matematico hdngaro de origem judaica e Oskar
Morgenstern (1902-1977), economista austriaco considerado o fundador da teoria dos jogos,
desenvolvem uma axiomatizagdo para a teoria da utilidade esperada. Em sua obra “Theory of games
and economic behavior” encontra-se as bases axiomdticas para a teoria da utilidade esperada. Eles
mostraram que a maximiza¢do da utilidade esperada € logicamente equivalente a hipdtese de que o
comportamento de escolha satisfaz algumas restricdes sob a forma de axiomas. Se estes axiomas sao
satisfeitos, entdo € possivel construir uma fungdo utilidade esperada que represente as preferéncias do
individuo.

Hoje a teoria da utilidade esperada encontra-se difundida pelos departamentos de economia e

exerce um papel crucial na teoria econdmica contemporanea.
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Nos problemas e decisdes fundamentados sob condi¢des de incerteza esta teoria tem um papel
de suma importancia, sendo utilizada para modelar o comportamento dos agentes econdmicos, e €
aplicada em 4reas como a microeconomia, teoria dos jogos, economia da informacao, finangas e outras.
Além da economia, esta teoria também conquistou adeptos nas dreas de administracdo, psicologia,
direito, ciéncias politicas, filosofia. Nao estd ligada somente as dreas afins da matemadtica, trata-se de

uma drea multidisciplinar e seus avancos repercutem em varias linhas de pesquisa.
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CONSIDERACOES FINAIS

A principal finalidade deste trabalho foi apresentar o célculo de probabilidades, nas suas
diferentes abordagens, relacionando-o com a Estatistica e a Teoria da Decisdo. A proposta inicial era
oferecer ao professor um material de apoio e pesquisa nessa area, buscando inovar suas aulas através de
atividades ludicas, dando espacgo para debates, troca de ideias e argumentagdes. Muitas vezes, os alunos
questionam o porqué de aprendermos certo conteido e qual a utilidade disso na vida real. A
Matemadtica, muitas vezes, € vista por eles como um monte de cdlculos dificeis. Este trabalho mostrou
que podemos aliar a Matematica as outras dreas do conhecimento, como Fisica, Medicina, Sociologia,
Filosofia, Historia, etc.Podemos aplicar a Matematica nas situagdes mais diversas do cotidiano e da vida
do aluno. A interdisciplinaridade permitiu uma nova postura diante do conhecimento, com a qual os
alunos aprenderam a trabalhar coletivamente, fazendo a interacdo entre os conceitos matematicos
aprendidos com as outras disciplinas. Dessa forma a aula tornou-se mais interessante e atrativa, pois o
aluno passou de mero receptor para protagonista. Conseguimos visualizar a reacdo positiva de cada
aluno diante dos experimentos que foram realizados no decorrer deste trabalho.

O assunto probabilidade € de enorme importancia nos dias atuais. Atualmente, no curriculo
comum, € ensinado no 2° ano do ensino médio. O nosso objetivo ao escrever sobre esse assunto foi
também proporcionar ao aluno a possibilidade de tomar decisdes com base em previsdes obtidas com
célculos probabilisticos, justificando-se a necessidade de introduzir os conceitos necessarios a teoria da
decisdo.

Em nenhum momento fugimos da teoria e dos conceitos matemdticos necessdrios para a
aprendizagem do assunto. Toda a teoria foi ensinada paralelamente as atividades. Vdrios exercicios
foram resolvidos sobre o tema probabilidade, conforme o livro diddtico do ensino médio propode.
Percebemos que o desenvolvimento das atividades favoreceu a aprendizagem e a aquisi¢cdo dos
conceitos necessdrios e houve maior interesse por parte dos alunos durante as aulas, principalmente nas
atividades onde havia espaco para discussdo, troca de experi€ncias, argumentacdes e tomada de decisdo.
A arte de pensar e questionar € inerente ao ser humano que vive buscando respostas as suas indagacoes.
Dessa forma, os alunos perceberam que a Matemadtica vai muito além de cdlculos, férmulas e equagdes
para serem resolvidas. Esta € pratica, estd presente nas mais diversas situagoes do dia-a-dia e torna-se
muito util quando utilizada de forma correta.

Este trabalho desenvolveu nos alunos o senso critico, a arte de pensar e questionar, o cuidado ao

tomar decisdes de modo coerente buscando assim a melhor escolha. Dado o carater globalizado do
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mundo em que vivemos e a rapidez com que ele se modifica, faz-se necessdrio que o aluno seja
articulado, tendo agilidade na tomada de decisdo e na execugdo de tarefas relacionadas as mais diversas
situacoes.

A atividade “Role os Dados”, foi realizada com uma turma de 2° ano do ensino médio da Escola
Estadual Jodo Ribeiro de Carvalho. Por ser uma turma do periodo noturno, os alunos apresentam
grandes dificuldades em matemaética e muitos deles ndo possuem interesse pelos estudos. A atividade
Role os Dados despertou a atencao e o interesse desses alunos. Toda a turma participou efetivamente e
conseguiram chegar as conclusdes esperadas. Aproveitamos a curiosidade dos alunos e trabalhamos o
jogo do par ou impar num mesmo contexto, levando-os a descobrirem se esse jogo € justo, ao ponto de
dar a mesma chance aos dois jogadores de ganhar. Probabilidade passou a ser interesse da turma toda
que realizou os exercicios propostos pelo livro didatico com mais animo e for¢ca de vontade.

Na atividade “As médias podem ndo ser significativas?”’, recordamos as medidas de
centralidade e de dispersdao. Discutimos sobre situacdes em que a média aritmética pode ser usada e em
quais contextos € significativa. Introduzimos probabilidade subjetiva ao apresentar o problema dos dois
alunos e suas respectivas notas em matemdtica durante todo o ensino médio. Essa atividade permitiu
que os alunos percebessem que a escolha certa nem sempre pode estar baseada somente nas medidas de
centralidade e dispersd@o. Outros fatores e informacdes, envolvendo probabilidade subjetiva podem
interferir em nossa opinido e desse modo, passamos a enxergar o problema através de outros angulos.
Os alunos passaram um bom tempo da aula discutindo entre eles sobre o que de fato poderia ter
acontecido com os dois alunos e interferido em suas notas. Tomar a decisdao para a escolha do melhor
aluno ndo foi facil. Os alunos perceberam que em situacdes que envolvem incertezas, apesar das
informagdes que de dispomos, ndo podemos ter a certeza absoluta de que a nossa escolha foi a melhor.
Por outro lado, devemos ser coerentes e informados para buscarmos, mesmo diante da incerteza, tomar
a decisdo que nos satisfaca, buscando acertar.

A atividade Sorte ou Azar apresentou ao aluno o jogo da raspadinha, levantoando o
questionamento: vale a pena apostar nesse tipo de jogo? Ao calcular as probabilidades de ganhar os
prémios propostos pelo jogo, os alunos ficaram surpresos com as pequenas chances e com o alto valor
arrecadado com a venda de todos os bilhetes do jogo.

Na atividade Ciéncia Forense e Probabilidade os alunos foram os protagonistas da situacdo. Um
tema inédito, que chamou a atencdo dos visitantes da feira. Alguns deles visitavam o trabalho pela
curiosidade. Cada aluno teve um papel importante no desenrolar da apresenta¢do, como vitima, perito,

investigador e apresentador da situacdo. Foi um momento de grande aprendizado fazendo a ligacdo da

156



Matemadtica como uma drea pouco conhecida por eles, mas de interesse de vérios. Os alunos nao
mediram esfor¢os para realizar os estudos necessdrios, as pesquisas e a preparacdo do trabalho. A coleta
e andlise dos dados foram feitas por eles mesmos, que juntos chegaram as conclusdes. Muitos
participantes da feira admiraram a ligacdo que os alunos conseguiram fazer entre a ci€éncia forense e a
matemdtica. O trabalho recebeu nota madxima em varios quesitos e os alunos sentiram-se realizados.

A atividade “Qual a melhor decisdo?” permitiu aos alunos a andlise de situa¢des presentes no
dia-a-dia de cada um deles. Envolvendo um conceito que nao faz parte do curriculo basico comum do
ensino médio, mostrou que o professor pode ir além da proposta de trabalho sugerida pelos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN) . Com a visdo de que o ensino médio deve desenvolver um conhecimento
efetivo e de significado préprio, de modo a preparar o aluno para a vida, a atividade ofereceu ao aluno a
aprendizagem dos diversos conceitos necessarios para a tomada de decisdo. Uma das competéncias a
serem desenvolvidas pelo aluno do ensino médio é tornar-se um cidaddo critico e socialmente
responsavel, sendo assim, a atividade foi condizente a essa competéncia. Levamos o aluno a percepcao
da importancia das suas decisdes, como elas devem ser coerentes e conscientes.

Ao concluir este trabalho percebemos a necessidade urgente de aliar as aulas tradicionais uma
nova maneira de ensinar, onde professor e aluno sdo os elementos mais importantes desse contexto.
Muitos professores ficam preocupados com o cumprimento do livro diddtico nas turmas de ensino
médio. E necessdrio que haja planejamento e cumprimento do programa, mas hd espago para novidades.
Nos dias atuais devemos apresentar a Matemdatica como parte integrante da vida do aluno e associd-la a
outras disciplinas e dreas do conhecimento, favorecendo a interdisciplinaridade e evitando apresentd-la
como uma matéria isolada. Através deste trabalho conseguimos atingir esse objetivo. A Matemdtica
tornou-se interesse de varios alunos desmotivados, que através das atividades realizadas conseguiram
assimilar o conceito ensinado mais facilmente.

Conseguimos contribuir para o desenvolvimento de habilidades relacionadas a compreensao,
comunicacdo, investigagcdo e contextualiza¢do. Levamos o aluno a compreender a Matemaética enquanto

ciéncia organizada e como um conhecimento social e historicamente construido.
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APENDICE

MATERIAL DE APOIO PARA AS ATIVIDADES
Material de apoio para a atividade “Role os Dados”.

Regras e procedimentos do jogo.

- O jogo Role os Dados deve ser jogado em dupla.

- Cada dupla devera ter dois dados.

- Um jogador devera ser A e o outro deverd ser B, o critério de escolha para quem serd o jogador A ou
B deve ser decidido pela dupla.

- O jogador A joga o dado e anota o seu resultado, em seguida o jogador B faz o mesmo. O resultado
deve ser marcado na tabela abaixo como para ordenado (A,B).

- Calcula-se a diferenca obtida entre os valores dos pares ordenados em médulo | A-B | . Se o resultado
for 0,1 ou 2 ganha o jogador A. Se o resultado da diferenca for 3, 4 ou 5 ganha o jogador B.

- O jogo deve se repetir em 10 rodadas.

- Ao final das 10 rodadas, verifica-se quem foi o vencedor.

- Levanta-se o questionamento, esse jogo € justo, a fim de dar as mesmas chances de vitéria para o

jogador A e B?

RESULTADO DIFERENCA GANHADOR
(A,B) | A-B |

VENCEDOR XXXXXXXXXXXXXX
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Material de apoio para a atividade “As Médias Podem Nao Ser Representativas?”

Suponhamos que vocé trabalha numa empresa e seu chefe pede para que examine uma planilha
eletronica com o nimero didrio de pessoas que visitaram o website da empresa no més de abril do
corrente ano durante 4 semanas, e realize a média diaria dos visitantes desse més.

Empolgada com essa simples e modesta missdo, vocé rapidamente calcula a média de visitantes
para cada semana. Depois soma as quatro médias semanais, divide-as por quatro, obtendo assim uma
nova média: a média das médias semanais e depois multiplica o valor por quatro para obter a média
didria mensal. Rapidamente, para demonstrar sua eficiéncia, mesmo sem prestar muita atencdo ao
resultado encontrado, vocé apresenta a sua resposta ao chefe e leva um susto quando ele lhe interroga:
mas o que vocé fez estd certo? E o mesmo que somar esses vinte e oito valores e dividi-los por vinte e
oito? Esse nimero encontrado ndo é um pouco absurdo?

Vocé permanece em siléncio e ndo sabe se o que fez estd correto e equivale ao mesmo que
somar o nimero de visitantes e dividir por vinte e oito. Afinal, voc€ quis ter as médias semanais como
um dado a mais para o problema e tentar impressionar o seu chefe com algumas informagdes adicionais,
demonstrando agilidade de raciocinio e competéncia. Agora, analisando o resultado vocé percebe que
h4 algo de errado no valor encontrado.

A tabela representa o nimero de individuos que visitaram o website da empresa durante o

decorrer das quatro primeiras semanas do més de abril.

Segunda | Ter¢a | Quarta | Quinta | Sexta | Sdbado | Domingo | TOTAL
DA
SEMANA
1? 35 38 29 42 50 55 43 292
semana
2° 100 27 49 65 48 95 54 438
semana
3 85 70 62 112 98 102 80 609
semana
4* 90 86 45 86 65 120 84 576
semana

a) Calcule as médias de cada semana. Some as quatro médias semanais e divida-as por quatro. Qual o
valor encontrado?
b) Calcule a média aritmética mensal.

¢)Quais os valores encontrados nos itens a e b? Por que isso ocorreu?
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Vejamos outro exemplo:
Consideremos uma familia A com idades:

Pai: 60 anos ; Mae : 55 anos ; Filho: 30 anos.

Idades da familia B:
Pai: 58 anos ; Mie: 55 anos ; Filho: 28 anos; Filho: 20 anos; Filha: 15 anos.

a) Calcule as médias aritméticas de cada uma das familias.
b) Calcule a média aritmética do total de pessoas.

¢) O que essas médias significam? Qual a diferenca entre elas?

Para entender melhor essa situacdo podemos considerar o seguinte caso hipotético: as notas
bimestrais de dois alunos A e B, ao longo dos trés anos de ensino médio, em matematica. As notas estao
dispostas em ordem de bimestre e ano:

AlunoA={7,6,5,5,7,6,5,5,7,6,5,5}
Aluno B =1{4,4,5,7,4,4,5,7,6,6,7,9 }

Calcule as medidas de centralidade e o desvio-padrao para cada um dos alunos e responda:
-Qual aluno obteve melhor desempenho em Matematica no decorrer do ensino médio ?

-Qual deles poderia ser indicado para cursar Matematica ou algum curso com drea afim?
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Material de apoio para a atividade “Sorte ou Azar?”

ESCOLA

ALUNOS:

OBS: A raspadinha devera ser grampeada nessa folha.
ATIVIDADE ENVOLVENDO O CONCEITO DE PROBABILIDADE
SORTE OU AZAR? AS CHANCES DE GANHAR NO JOGO DA RASPADINHA

Numero de bilhetes emitidos nessa série:

Valor de cada bilhete:

Valor arrecadado com a venda de todos os bilhetes:

Preencha a tabela de acordo com os prémios da raspadinha. As informag¢Ges encontram-se no
verso da raspadinha escolhida. Apresente a probabilidade na forma de fra¢do e porcentagem.

Prémio Quantidade de prémios Probabilidade

Valor pago em prémios:

“Lucro” : valor arrecadado com a venda de todos os bilhetes - valor pago em prémios:

Chance de ganhar pelo menos um dos prémios:

Chance de ndo ganhar :

Qual a sua opinido sobre os valores encontrados?
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Material de apoio para a atividade Ciéncia Forense e Probabilidade.

QUEM MATOU A JUIZA?
1° MOMENTO

I:I Estagiario

[ ] Filha

|:| Caseiro

[ ] Vizinho

|:| Ela suicidou

QUEM MATOU A JUIZA?
2° MOMENTO

|:| Estagiario

[ ] Filha

|:| Caseiro

[ ] Vizinho

|:| Ela suicidou
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Material de apoio para a atividade “Qual a melhor decisao?”

PROBLEMA: Uma turma de alunos, da qual vocé faz parte, vai fazer uma viagem de formatura. Para

isso possuem trés destinos diferentes: viajar para a praia, viajar para um hotel fazenda ou alugar uma
casa de campo com piscina na propria cidade. Os alunos fardo essa viagem na segunda semana de
janeiro, data em que todos podem participar. Segundo as suas pesquisa hd ____ % de probabilidade de
chuva durante essa semana. Somente uma das viagens deve ser escolhida.

Constatamos que a probabilidade de chuva €é de ____ %  baseando-nos

cm

Deve-se levar em conta que,

A, Viajar para a praia

O dinheiro da comissdao de formatura é suficiente para pagar a locomocao e o aluguel da casa de
praia por trés dias, tempo suficiente para que haja diversdao. Em principio, essa era a ideia da turma
toda. Porém, com a previsao de que hd ___ % de chance de chuva contra ____ % de sol, alguns alunos
estdo preocupados caso esses trés dias sejam chuvosos. Com chuva na praia nio hd muito o que se
fazer, ndo da pra curtir o mar e ficar bronzeado. O unico jeito seria ficar na casa jogando baralho ou um

jogo de tabuleiro. Parece que nesse caso a viagem nao serd interessante.

A, Viajar para um hotel fazenda

Nao sdo todos os alunos que simpatizam com essa ideia. Dizem que € muito pacato e silencioso
curtir um final de semana num hotel fazenda. O dinheiro € suficiente para manter as despesas por um
final de semana. O hotel tem piscina com tobodgua o que anima vdrios deles. Alguns até preferem
piscina do que mar. Caso chova ndo seria tdo ruim assim. O hotel tem uma equipe de monitores

excelente que promove brincadeiras, baladas, recreacdes; caso chova.

A3z Alugar uma casa de campo

Como o translado € bem menor, ji que a casa de campo € na propria cidade dos alunos, o
dinheiro € suficiente para que possam curtir mais dias do que na praia e no hotel. D4 até pra pagar uma
cozinheira para fazer o almocgo, e assim eles possam se divertir mais. Nao tem muita coisa diferente, s6

h4 uma piscina. Durante a noite seria um pouco monétono. Porém, caso chova o proprietario devolve o
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dinheiro oumarca para uma nova data, com dia propicio a sol, j4 que o proprietdrio € amigo de alguns
alunos.

Qual a melhor decisdo a ser tomada?

Preencha a tabela com valores de utilidade e escolha qual a melhor decisdo através do valor esperado.

Depois preencha a arvore de decisdo.

30 A, = praia A; = hotel fazenda | Az = casa de campo
Natureza
CHUVA (p=__)
SOL(p=__)
Chuva

Sol __ %
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TERMO DE ASSENTIMENTO DO MENOR DE IDADE

Eu, , aluno da Escola Estadual Joao

Ribeiro de Carvalho, da turma , ensino noturno, aceito participar das atividades propostas em

sala de aula pela professora Andréa de Paula Machado Moreira.

Tenho consciéncia de que tais atividades serdo enriquecedoras para o meu aprendizado como aluno.
Proponho-me a colaborar com o projeto e ser participativo durante o decorrer do mesmo.

Participarei de todas as atividades propostas depois de apresentar o TCLE devidamente assinado pelo
meu responsavel, e contribuirei da melhor forma possivel para que os objetivos da pesquisa sejam atingidos.

Fui informado que essa pesquisa nio acarretard nenhum 6nus a minha pessoa e nem mesmo qualquer
constrangimento. Aceitarei participar das atividades em grupo e dos jogos, pois tenho consciéncia de que fazem
parte do curriculo de matemdtica do meu ano letivo. Entendo ser esta uma maneira diferente de ensinamento em

sala de aula e que s6 ird contribuir para a minha formacao.

Assinatura :

Conceicao dos Ouros, de 2015
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TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Termo de consentimento livre e esclarecido

Este estudo estd dirigido pela professora Andréa de Paula Machado Moreira, e tem a finalidade
de analisar a aplicacdo de atividades lidicas, com fins puramente académicos, para sua Dissertacdao de
conclusdo do PROFMAT.

A metodologia da pesquisa serd a utilizacdo de jogos em sala de aula, e ndo tem riscos
previsiveis nem custos para o respondente, que poderd parar de participar das atividades em qualquer
momento, sem prejuizo algum, sem custo nem remunera¢cdo para nenhuma das partes. O sujeito tem o
direito de se retirar do projeto a qualquer momento.

Suas informagdes serdo tratadas de forma confidencial, para uma andlise anonima dos dados
obtidos. Com a participacdo nas atividades, vocé ndo tem a obrigacdo de participar em nenhum estudo
ou projeto futuro da Unicamp.

Uma cépia deste termo ficard em posse do responsdvel pelo menor, se necessario.

Em caso de ddvidas, por favor, entre em contato com a Professora Andréa de Paula Machado
Moreira, pelo telefone (35) 99936079, em horario do periodo escolar noturno, turno de trabalho.

Para dentincias e/ou reclamacdes referentes aos aspectos éticos desta pesquisa, procure o Comité
de Etica em Pesquisa da FCM/UNICAMP.

Rua: Tessalia Vieira de Camargo, 126 — CEP 13083-887 Campinas — SP
Fone (019) 3521-8936 ou 3521-7187
e-mail: cep@fcm.unicamp.br

Eu,

pai/mae/responsdvel por

aluno/a da E.E. Jodo Ribeiro de Carvalho, autorizo sua participacao neste estudo.

Assinatura do responsavel

Conceic¢do dos Ouros, de 2015.
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ANEXOS

Termo de Ciéncia e Concorddncia do Diretor

Através deste, eu )2 riua-.r.o.. Gﬂ-'\ e U o .:lcv .ﬁ'nx.c‘-,, l'j!L:.'vl )
diretora da Escola Estadual Jodo Ribeiro de Carvalho, de Conceicdo dos Ouros = MG, estou
ciente que, a professora Andréa de Paula Machado Moreira, realizard uma pesquisa contendo
atividades ludicas com alunos do ensino médio noturno, especialmente turmas de 2¢ e 3¢
anos, para fins puramente académicos para a sua dissertac3o de mestrado do PROFMAT, que
serd entregue a Unicamp, sobre seu projeto; “AplicagBes da Teoria da Decis3o e Probabilidade
Subjetiva em Sala de Aula do Ensino Média”, no decorrer do primeiro semestre de 2015.

A metodologia da pesquisa serd a aplicagdo de atividades envolvendo jogos sobre'
probabilidade e teoria da decisdo, e ndo tem riscos previsivels de custos para o participante.

Suas informagdes serdo tratadas de forma confidencial, para uma andlise andnima dos
dados obtidos, Participante das atividades, o aluno n3o tém a obrigagdo de participar em
nenhum estudo ou projeto futuro da Unicamp,

Uma copla deste termo ficard em posso da diregdo da escola na qual a pesquisa sera
realizada, assim como uma cépla do Termo de Consentimento Livre e Esclarecido
encaminhado aos pais dos alunos participantes da pesquisa.

Para denincias efou reclamacBes referentes aos aspectos éticos desta pesquisa,
procure o Comité de Etica em Pesquisa da FCM/UNICAMP.,
Rua Tessdlia Vieira de Camargo, 126 ~ CEP 13083-887 Campinas — SP
Fone: {019)3521-8936 ou 3521-7187

Email: cep@fem.unicamp.br

Sem mais esse Termo de Ciéncia assinado abaixo,

1 0 3
@ﬂw MaSP ‘;.A.'A‘}" -4
Adriana Carvalho da Fonseca Areas
Diretora da Escola Estadual Jodo Ribeiro de Carvalho
Rua Bueno de Pziva, 208
Concelgdo dos Ouros - MG
Tel: {35) 3653-1070

Concei¢do dos Ouros, 04 de fevereiro de 2015.
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Autorizagdo do diretor do IMECC

Campinas, 05 de fevereiro de 2015

Prof. Dr. Francisco De Assis Magalhlies Gomes Neto
Diretor
IMECC

Caro Professor Francisco,

Venho por meio desta solicitar auterizagiio para a realizagdo da pesquisa associada a
dissertagio de minha orientanda, Prof. Andréa de Paula Machado Morelra, aluna do curso de
Maestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional (PROFMAT).

O projeto de pesquisa inclui a aplicagdo de jogos e atlvidades em alunos da Escola
Estadual Jodo Ribeiro de Carvalho onde Andréa trabalha, motive pelo qual este documento é
necessario para 3 apresentasdo ao Comité de Etica em Pesquisa da FCM, Unicamp.

O projeto Intitulado: * Aplicagdes da Teoria da Decisdo e Probabilidade Subjetiva em
Sala de Aula do Ensino Médio” encontra-se em anexo para sua apreciagio.

Agradecendo desde ja sua resposta, despeco-me cordiaimente,

Y.,‘
P .\g_/{/‘ "
——2

Prof.Dfd.'I.aura Leticia Ramos Rifo
Departamento de Estatistica

Ihies Gifeges Neto

INECOUNICAMP 2
Matr. 222801 ,"-)\“2'\
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Apresentacao do Projeto:

Este trabalho tem como énfase o ensino de probabilidade de uma maneira divertida e curiosa. O aluno néo
serd apenas um mero espectador. Tera a oportunidade de participar efetivamente de atividades Iudicas,
onde ele mesmo poderd assimilar conceitos importantes e fundamentais para o estudo de probabilidade.

Serdo aplicadas trés atividades: “Role os dados”, “As medias podem nao ser significativas?” e “Qual a melhor
decisdo?”. As atividades serdo desenvolvidas em sala de aula do ensino médio em momento oportuno, quando
0 assunto a que ela esta relacionada for abordado. Os resultados dos jogos e atividades serdo estudados e
tabulados em meu trabalho de dissertacdo. Probabilidade é um tema muito presente em questdes de concurso,
Enem e vestibulares e nem sempre e trabalhado em sala de aula de forma abrangente ou de modo que os
alunos entendam. Muitos alunos trazem consigo a concepgéo de se tratar de uma matéria complicada e com
muitos calculos, até mesmo alguns professores a consideram uma matéria dificil de ser ensinada. Espera-se
que essas atividades e seus resultados possam apresentar uma maneira dindmica e interessante de se ensinar
probabilidade, levando o aluno a uma aprendizagem mais eficiente. Tem-se a intengdo de abranger nao
somente probabilidade classica, mas probabilidade frequentista e principalmente probabilidade subjetiva e teoria
da deciséo.
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Objetivo da Pesquisa:

Objetivo Primario:

Ensinar probabilidade de maneira inovadora, dando enfoque ndao somente a probabilidade classica
apresentada pelos livros didaticos, mas também a probabilidade frequentista, subjetiva, introduzindo o
conceito de teoria da decis&o e sua aplicacdo em situagdes do cotidiano.

Objetivo Secundario:

- Desenvolver no aluno o espirito critico; - Tratar matematicamente situa¢des do acaso e incerteza com as
quais os alunos convivem diariamente; - Romper com o determinismo e a linearidade, presentes no curriculo
de Matematica do ensino médio; - Contribuir para a alteragdo da imagem social da Matematica; - Levar o
aluno a buscar a melhor decisdo diante de uma situagéo de incerteza; - Dar enfoque a uma Matematica
baseada ndo somente em formulas, mas com espago para a reflexdo, discussdo, busca da melhor solugéo
para o problema através da investigagdo e observacao dos fatos; - Apresentar ao professor do ensino médio
uma maneira atrativa de se ensinar probabilidade classica, dando espago também para outras abordagens
de probabilidade e teoria da deciséo.

Avaliacao dos Riscos e Beneficios:

Nao ha riscos previsiveis. Os beneficios diretos aos participantes seria de ter uma experiéncia mais ludica
com a matéria de Probabilidade. Os demais beneficios: "Ensinar probabilidade de uma maneira inovadora,
através de atividades ludicas onde o aluno e agente participativo e ativo na aprendizagem. O assunto nao
sera abordado de modo teorico pelo professor. Sugere-se uma aprendizagem mais eficiente e abrangente.
Probabilidade & um tema do dia-a-dia e muitos alunos tém dificuldades em aprender o conceito do modo que
os livros didaticos apresentam. Deseja-se apresentar a Matematica de um modo diferente, focada nao
apenas em formulas e céalculos, mas com espago para o aluno desenvolver a criticidade, dar sua opiniao e
buscar a melhor decisdo diante de situagdes que envolvam risco e incerteza. Pretende-se também inserir
teoria da decisdo nas aulas de ensino médio, mostrando para os alunos os seus beneficios para aqueles
que a conhecem e conseguem entendé-la. Serve também como material de apoio para professores que
buscam melhorar sua qualidade de ensino e estdo em constante aprendizado. E um incentivo para que
busquem novas maneiras de ensinar, alem dos livros didaticos e apostilas.”

Comentarios e Consideracoes sobre a Pesquisa:

Faz parte da metodologia de ensinar conceitos da Teoria de Decisdo, a apresentagao de videos aos alunos
para promover o debate. Os videos estéo listados no Projeto.
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Consideracoes sobre os Termos de apresentacao obrigatoria:

Foram apresentados:

1.Folha de rosto devidamente assinada e datada.

2.Projeto de pesquisa relacionado a projeto de Mestrado profissional. 3.Projeto de pesquisa detalhado com
embasamento da literatura.

4. Formulario de informagdes basicas do projeto na Plataforma Brasil: 5. TCLE

Recomendacgoes:

Nao esta explicitado no TCLE que o participante recebera uma cépia, mas relembramos aos pesquisadores
que:

De acordo com a Resolugéo 466 no paragrafo IV 3f deve haver garantia de que o participante recebera um
via do termo de consentimento livre e esclarecido devidamente assinado (rubricados em todas as suas
paginas e assinadas ao seu termino. Ver CNS 466 1V5d. Portanto, recomendamos substituir a palavra
"copia" por "via".

Conclusoes ou Pendéncias e Lista de Inadequacoées:

Nao ha.

Situacao do Parecer:

Aprovado

Necessita Apreciacdo da CONEP:

Néo

Consideracoes Finais a critério do CEP:

- O sujeito de pesquisa deve receber uma via do Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, na integra,
por ele assinado.

- O sujeito da pesquisa tem a liberdade de recusar-se a participar ou de retirar seu consentimento em
qualquer fase da pesquisa, sem penalizacao alguma e sem prejuizo ao seu cuidado.

- O pesquisador deve desenvolver a pesquisa conforme delineada no protocolo aprovado. Se o pesquisador
considerar a descontinuacao do estudo, esta deve ser justificada e somente ser realizada apds andlise das
razbes da descontinuidade pelo CEP que o aprovou. O pesquisador deve aguardar o parecer do CEP
quanto a descontinuagao, exceto quando perceber risco ou dano ndo previsto ao sujeito participante ou
quando constatar a superioridade de uma estratégia diagndstica
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ou terapéutica oferecida a um dos grupos da pesquisa, isto &, somente em caso de necessidade de acao
imediata com intuito de proteger os participantes.

- O CEP deve ser informado de todos os efeitos adversos ou fatos relevantes que alterem o curso normal do
estudo. E papel do pesquisador assegurar medidas imediatas adequadas frente a evento adverso grave
ocorrido (mesmo que tenha sido em outro centro) e enviar notificagdo ao CEP e a Agéncia Nacional de
Vigilancia Sanitaria — ANVISA — junto com seu posicionamento.

- Eventuais modificagbes ou emendas ao protocolo devem ser apresentadas ao CEP de forma clara e
sucinta, identificando a parte do protocolo a ser modificada e suas justificativas. Em caso de projetos do
Grupo | ou Il apresentados anteriormente a ANVISA, o pesquisador ou patrocinador deve envia-las também
a mesma, junto com o parecer aprovatorio do CEP, para serem juntadas ao protocolo inicial.

- Relatérios parciais e final devem ser apresentados ao CEP, inicialmente seis meses ap6s a data deste
parecer de aprovagao e ao término do estudo.

CAMPINAS, 14 de Maio de 2015

Assinado por:
Renata Maria dos SantosCeleghini

(Coordenador)
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